Universitat Rostock

Fakultat fir Informatik und Elektrotechnik
Institut fur Nachrichtentechnik
Albert-Einstein-Strafie 26

D 18059 Rostock

Skript

Einfliihrung in die
Hochfrequenztechnik

Prof. Dr.-Ing. habil. Tobias Weber

12. Juli 2023

Universitat Rostock






Vorwort

Die Hochfrequenztechnik befasst sich mit dem Nutzen elektromagnetischer Felder
hoher Frequenzen in technischen Systemen. Bei hohen Frequenzen gibt es Wech-
selwirkungen zwischen elektrischen und magnetischen Feldern, die eine Wellenaus-
breitung ermoglichen. Insbesondere lassen sich integrale Groflen wie Spannungen
und Strome im Allgemeinen nicht mehr sinnvoll definieren. Folglich ist der Syste-
mentwurf mit den auf konzentrierten Bauelementen basierenden Konzepten der
Elektronik nicht mehr moglich. Man muss vielmehr wieder direkt von den Max-
wellschen Gleichungen ausgehen. Eine Abstraktion ist aber auch hier moglich. Sie
basiert auf komplexen Wellenamplituden und hat sich in den letzten Jahrzehn-
ten als sehr ergiebig erwiesen. Diese wellenbasierte Sichtweise charakterisiert die
Hochfrequenztechnik als eigenstdndige Disziplin innerhalb der Elektrotechnik.

Die Hochfrequenztechnik ist eines der traditionellen Fachgebiete der Elektro-
technik. Thre Entwicklung lasst sich bis zur Verdffentlichung der Maxwellschen
Gleichungen zuriickverfolgen. Seitdem wurde ein umfangreiches Fachwissen zu-
sammengetragen. Zahlreiche Veroffentlichungen zeugen davon. Im Literaturver-
zeichnis findet man eine kleine Auswahl bewéhrter Lehrbiicher der Hochfrequenz-
technik | : : : |. Hier steht zumeist der Entwurf hochfre-
quenztechnischer Komponenten im Vordergrund. Ein Blick auf das heutige Berufs-
bild des Ingenieurs offenbart jedoch, dass das Anwenden der Hochfrequenztechnik,
das heiffit das Zusammenfiigen hochfrequenztechnischer Komponenten zu komple-
xen Systemen und die zumeist digitale Verarbeitung von Signalen aus einer hoch-
frequenztechnischen Umgebung in einem eingebetteten System im Vordergrund
der beruflichen Praxis stehen. Beispiele derartiger Anwendungen sind

« die Hochfrequenzmesstechnik | : ],

o Funkkommunikationssysteme | : : : 1,
« die Radartechnik | : : : | und
 Funknavigationssysteme | ; ; ].

Aufgrund der Komplexitit und der hohen geforderten Performanz derartiger Sys-
teme ist das Beherrschen theoretisch fundierter Modellierungstechniken und die
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Kenntnis des Verhaltens typischer hochfrequenztechnischer Komponenten uner-
lasslich. Ziel des vorliegenden Buchs ist es, dieses Wissen in kompakter Form dar-
zustellen, ohne aber auf mathematische Exaktheit zu verzichten. Dies wird durch
eine Konzentration auf zentrale, allgemein anwendbare Theorien und Modelle der
Hochfrequenztechnik und eine konsequente Abstraktion erreicht.

Die Maxwellschen Gleichungen bilden ein System linearer und verschiebungsin-
varianter partieller Differentialgleichungen. Es ist daher nicht verwunderlich, dass
es enge Querbeziehungen der Hochfrequenztechnik zur typischerweise im Rahmen
der Signal- und Systemtheorie behandelten Theorie der linearen zeitinvarianten
Systeme gibt [ ; |. An den entsprechenden Stellen im vorliegenden
Buch wurden diesbeziigliche Anmerkungen eingefiigt. Diese sollen dem mit der
Signal- und Systemtheorie vertrauten Leser ein vertieftes Durchdringen der The-
matik ermoglichen, sind aber keine Voraussetzung fiir das weitere Studium des
Buchs.

Das Buch ist in zwei Teile gegliedert. Der erste Teil beschéftigt sich mit der
feldtheoretischen Modellierung [ ; ; ]. Die feldtheoretische Model-
lierung ist auch heute noch unverzichtbar, da sie nicht nur die Grundlage abstrak-
terer Modelle bildet, sondern insbesondere auch zur Analyse von Antennen unum-
ganglich ist | ; ; |. Antennen bilden einen zentralen Bestandteil
der meisten hochfrequenztechnischen Systeme. Gerade die Féhigkeit der von An-
tennen abgestrahlten elektromagnetischen Wellen sich im freien Raum ausbreiten
zu konnen, macht die Hochfrequenztechnik fiir technische Anwendungen inter-
essant | ; |. Da auch Licht eine elektromagnetische Welle ist, bestehen
naturgemafl enge Beziehungen zur Optik | ; |. Ein Vereinfachen der
Darstellung und Fokussieren auf die physikalischen Grundprinzipien gelingt bei
der feldtheoretischen Modellierung durch ausschlielliches Betrachten statischer
Szenarien und einfacher Materialien, das Vernachlassigen von Verlusten und die
Konzentration auf die fiir technische Anwendungen primér interessanten ausbrei-
tungsfahigen Wellen.

Der zweite Teil des Buchs beschéftigt sich mit der abstrakteren, auf komplexen
Wellenamplituden basierenden Modellierung | ; ; |. Durch eine
derartige Abstraktion werden auch komplexe Systeme beherrschbar, ohne dass
Modellierungsgenauigkeit verloren geht. Zum Formulieren und Analysieren der
resultierenden linearen Modelle werden Methoden der Matrizenrechnung verwen-
det | ; |. Die moderne Hochfrequenzschaltungstechnik basiert auf der
Modellierung mittels komplexer Wellenamplituden und mit dem Vektornetzwerk-
analysator existiert auch eine entsprechende Messtechnik | ; ]. Neben
dem idealen Verhalten hochfrequenztechnischer Komponenten | ; ]
wird auch das in vielen Féallen performanzbegrenzende und praktische Systemar-
chitekturen motivierende Rauschen diskutiert | ; .

v



Im Anhang findet man neben den Losungen der Aufgaben ergédnzende Ausfiih-
rungen zu Filtern, nichtlinearen Systemen, zur Fourier-Analyse und zu Signalge-
neratoren. Gegenstand des Filterentwurfs ist die bislang nicht explizit betrachtete
Frequenzabhéngigkeit des Systemverhaltens | ; ]. Nichtlineares Verhal-
ten tritt haufig in unerwiinschter Weise in realen Systemen auf, kann aber auch
gezielt genutzt werden | ; |. Die Fourier-Analyse ist Grundlage vieler
Verfahren der Hochfrequenzmesstechnik wie der Spektralanalyse | ; ].
Eine wesentliche Forderung an Signalgeneratoren ist eine mit hoher Genauigkeit
einstellbare Frequenz, die komplexe Systemarchitekturen erfordert | ; ].
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Feldtheoretische Modellierung






Kapitel 1.

Feldtheoretische Grundlagen

1.1. FeldgroBen und ihre komplexen Amplituden

In der Hochfrequenztechnik interessieren wir uns fiir sinusformige Zeitverlaufe der
Frequenz f der betrachteten Feldgrofien. Gegebenenfalls auftretende nicht sinus-
formige Verliufe kann man mittels der Fourier-Transformation als Uberlagerung
sinusformiger Verlaufe darstellen. Die folgenden Betrachtungen kénnen somit all-
gemeiner als Modellierung im Frequenzbereich aufgefasst werden, siehe (C.66)."
Sinusférmige (vektorielle) FeldgroBen kénnen durch ihre (vektoriellen) komplexen
Amplituden beschrieben werden. Mit der Kreisfrequenz

w=2rf (1.1)
kann man die Feldgroflen wie folgt darstellen:
elektrische Feldstarke:

E(z,y,z,t) = Re(E(a:, Y, 2) ej‘“t) (1.2)

E: vektorieller Momentanwert der elektrischen Feldstirke
E: vektorielle komplexe Amplitude der elektrischen Feldstérke

elektrische Flussdichte:
D(x,y, ) = Re(D(x,y, ) ') (1.3)
D: vektorieller Momentanwert der elektrischen Flussdichte
D: vektorielle komplexe Amplitude der elektrischen Flussdichte

magnetische Feldstarke:

H(z,y,2,t) = Re(ﬁ(az, Y, 2) ejwt) (1.4)

'Die (vektoriellen) komplexen Amplituden kann man weiterhin als die zu den betrachteten
Bandpasssignalen dquivalenten Tiefpasssignale interpretieren, siehe (B.40).
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H: vektorieller Momentanwert der magnetischen Feldstarke
H: vektorielle komplexe Amplitude der magnetischen Feldstérke

magnetische Flussdichte:

—

B(z,y,z,t) = Re(ﬁ(az, Y, 2) ej“’t)
B: vektorieller Momentanwert der magnetischen Flussdichte
B: vektorielle komplexe Amplitude der magnetischen Flussdichte

elektrische Stromdichte:

-

J(x,y, 2, t) = Re(j(x, Y, 2) ejwt)

J+ vektorieller Momentanwert der elektrischen Stromdichte
J: vektorielle komplexe Amplitude der elektrischen Stromdichte

elektrische Ladungsdichte:

pe<x7 Y,z t) = RG(BB(SL’, Y, Z) ej‘*’t)

pe: Momentanwert der elektrischen Ladungsdichte

p.: komplexe Amplitude der elektrischen Ladungsdichte

magnetische Stromdichte:
M(az, Y, z,t) = Re(ﬂ(az, Y, 2) ej“t)
M: vektorieller Momentanwert der magnetischen Stromdichte
M:
magnetische Ladungsdichte:
Pz, Yy, 2, 1) = Re(Bm(x, Y, 2) ejwt)

pm: Momentanwert der magnetischen Ladungsdichte

p,,: komplexe Amplitude der magnetischen Ladungsdichte

vektorielle komplexe Amplitude der magnetischen Stromdichte

(1.5)

(1.7)

(1.8)

(1.9)



1.2. Maxwellsche Gleichungen

Vektoren im dreidimensionalen Raum werden durch einen Pfeil gekennzeichnet
und komplexe Groflen werden unterstrichen. Auf eine explizite Angabe der Argu-
mente x, y, z und ¢ zum Ausdriicken der Ortsabhéngigkeit und der Zeitabhéngig-
keit wird im Folgenden zumeist verzichtet.

Magnetische Ladungen und die daraus resultierende magnetische Ladungsdich-
te pm und magnetische Stromdichte M treten in der Realitit nie auf. Ihre Ein-
fithrung fiihrt aber neben einer totalen Symmetrie der Maxwellschen Gleichun-
gen insbesondere zu erheblichen Vereinfachungen bei vielen Feldberechnungen,
bei denen man das urspriingliche physikalische Problem ohne magnetische La-
dungsdichte p, und magnetische Stromdichte M durch ein aquivalentes Problem
ersetzt, in dem diese Groflen vorkommen konnen, siehe Abschnitt 4.8.

Materialien, in denen weder elektrische Ladungen noch magnetische Ladungen
vorhanden sind und in denen folglich die Ladungsdichten und die Stromdichten
verschwinden, bezeichnet man als Dielektrika.?

1.2. Maxwellsche Gleichungen

1.2.1. Durchflutungsgesetz, erste Maxwellsche Gleichung
1.2.1.1. Integrale Form

Das Umlaufintegral iiber die magnetische Feldstarke H ist gleich dem gesamten
umschlossenen elektrischen Strom:

$(i s = [[(Sad) o+ H(%—?,d& . (1.10)

A
S —
elektrischer Leitungsstrom  elektrischer Verschiebungsstrom

elektrischer Strom

Der Umlaufsinn ds des Integrals und die Fliachennormale dA bilden dabei eine
Rechtsschraube, siehe Abbildung 1.1. (-,-) bezeichnet das Skalarprodukt zweier
Vektoren.? In der Hochfrequenztechnik werden hiufig elektromagnetische Felder
im Dielektrikum mit verschwindender elektrischer Stromdichte J betrachtet.

2Genaugenommen sind hier nur die freien Ladungen gemeint.

aq N Ql .
3Mit den Vektoren @ = (gz und b = [ by | gilt (@,b) = a1b; + asby + agbs. Dies ist die in
as l_’s

der elektromagnetische Feldtheorie iibliche Definition des Skalarprodukts.
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J -

ds

Abbildung 1.1.: Zum Durchflutungsgesetz

Aus (1.3) folgt, dass die Differentiation im Zeitbereich einer Multiplikation mit
jw im Frequenzbereich entspricht, siche auch (C.8):

aa—l? = % (Re(D ")) = Re<é% (ejwt)> ~ Re(jwDe) . (L.11)

Mit (1.3), (1.4) und (1.6) erhélt man das Durchflutungsgesetz fiir die vektoriellen
komplexen Amplituden:

-,

(. as) = [[(.a4) +jw [[(D,a4). (112)
A A

0A

1.2.1.2. Differentielle Form, Satz von Stokes

Die Komponenten der Rotation eines Vektorfeldes H definiert man zu

§ (.09

{rot (ﬁ )} o dAljyI?ao Odtboe dA’ngxyz . (1.13)

Hierbei steht xyz fiir eine der drei Koordinaten z, y oder z. nyz bezeichnet die
x-, y- oder z-Komponente des Vektors. Der Umlaufsinn ds des Integrals und die
Flachennormale d Ay, bilden wieder eine Rechtsschraube.

Speziell zum Berechnen der z-Komponente der Rotation in kartesischen Ko-
ordinaten betrachtet man das in Abbildung 1.2 gezeigte, in der z-y-Ebene lie-
gende, infinitesimale Flachenelement dA, mit der Flichennormalen in positiver
z-Richtung.



1.2. Maxwellsche Gleichungen

Abbildung 1.2.: Infinitesimales Fléachenelement dA, = dx dy

Das Umlaufintegral der Feldstérke H entlang des Randes 0 dA, des Flachen-
elements dA, ergibt

rechts unten rechts oben
¢y = [ (HdH+ [ (.49
0dA, links unten rechts unten
links oben links unten
+ [ e+ [ (Ha9)
rechts oben links oben

d dz
:HX <x07y0 - ?ya 207t> dx + Hy <l’0 + ?7y07 207t> ' dy
d dz
- HX <x07y0 + ?yaZO)t> ~do — Hy <$0 - 77?/0720775) : dy

B Hy(!Eo + dg—x,?/o, Zo,t) - Hy<$o — djgﬁ,yo,zo,t)
N dzx

B HX<$0,CUO + %,zo,t)d—ny@oayo - %’ Zo’t)> dz dy.

Fiithrt man die Grenziibergidnge dr — 0 und dy — 0 durch, so erhalt man

- 0H, OH. 0H, OH.
iz =2y % = (% 9 g4,
aéﬁ (H,ds) < Ox oy )dxdy < Ox oy )

SchliefSlich erhalt man die z-Komponente

- OH. 0H,
or(11)], = 22 21
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der Rotation in kartesischen Koordinaten.

Man kann gleichartige Uberlegungen fiir infinitesimale Flichenelemente, die in
der y-z-Ebene oder in der z-z-Ebene liegen, anstellen. Man erhélt die entsprechen-
den Gleichungen auch, indem man die Komponenten und Koordinaten zyklisch
vertauscht. Es folgt

=\ (OH, OHy\ | OH, O0H,\ _ O0H, 0H)
rOt(H)_<8y - az>ux+<8z — 8x>uy+<8x — 8y>uz (1.14)

fiir die Rotation in kartesischen Koordinaten, wobei iy, @y und , die Einheits-
vektoren in x-, y- und z-Richtung sind.

Eine beliebige, nicht infinitesimale Flache A kann man in unendlich viele in-
finitesimale, in x-, y- oder z-Richtung orientierte Flédchenelemente zerlegen. Die
Linienintegrale entlang der inneren Begrenzungen kiirzen sich dabei gegenseitig
weg, so dass die Summe der Umlaufintegrale der infinitesimalen Flachenelemente
das Umlaufintegral der gesamten Fléche A ergibt. Die Summe der Oberflichen-
integrale iiber die infinitesimalen Fliachenelemente ergibt das Oberflichenintegral
tiber die gesamte Fliche A. Damit folgt aus der Definition der Rotation (1.13)
der fiir beliebige Vektorfelder H giiltige Satz von Stokes

gS(ﬁ,dsT) - H@ot(ﬁ),dﬁy (1.15)

0A

Anwenden des Satzes von Stokes auf das Durchflutungsgesetz (1.10) ergibt

(.0 = ([ wot(8). ad) = [[7.a2) + ([0, ).
A A A at

0A

Da dies fiir beliebige Flachen A gilt, erhalt man schliefilich das Durchflutungsge-
setz in differentieller Form:

-\ = 0D
rot (H) =J+ (1.16)
Fiir die vektoriellen komplexen Amplituden erhdlt man mit (1.3), (1.4), (1.6)
und (1.11) die im Folgenden vorwiegend verwendete Darstellung des Durchflu-

tungsgesetzes ~ ~
rot(H) = J + jwD (1.17)
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und mit (1.14) die folgenden Komponentengleichungen:

1.2.2. Induktionsgesetz, zweite Maxwellsche Gleichung

0H, OH,
Lz . EE :J . D
0H 0H
=x 1L 5 — . D
0z or Ly by,
OH, OH
—AE—— iwD. .
ox dy Lo+ jwD,

1.2.2.1. Integrale Form

(1.18)

(1.19)

(1.20)

Das negative Umlaufintegral tiber die elektrische Feldstarke E ist gleich dem ge-
samten umschlossenen magnetischen Strom:

- §<Evd§> =
0A

jjm, dA)

—_———

magnetischer Leitungsstrom

I

A

OB -
— dA
at 7d >

magnetischer Verschiebungsstrom

magnetischer Strom

(1.21)

Der Umlaufsinn ds des Integrals und die Flachennormale dA bilden auch hier
wieder eine Rechtsschraube, siche Abbildung 1.3. In realen Szenarien gibt es keine
magnetischen Ladungen p,, und dann verschwindet die magnetische Stromdichte

M.

=1

Abbildung 1.3.: Zum Induktionsgesetz
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Bei Vernachlissigen des magnetischen Verschiebungsstroms erhilt man fiir reale
Szenarien mit verschwindender magnetischer Stromdichte M die Kirchhoffsche
Maschenregel

gS(FJ, ds) = 0. (1.22)
0A
Mit (1.2), (1.5), (1.8) und (1.11) erhalt man das Induktionsgesetz fiir die vek-
toriellen komplexen Amplituden:

—gSEds?) HM ffﬂwﬂBdA (1.23)

1.2.2.2. Differentielle Form
Dual zu Abschnitt 1.2.1.2 erhdlt man durch Anwenden des Satzes von Stokes
(1.15) auf das Induktionsgesetz (1.21)

- rot(E) =M+ = (1.24)

Fiir die vektoriellen komplexen Amplituden erhdlt man mit (1.2), (1.5), (1.8)
und (1.11) die im Folgenden vorwiegend verwendete Darstellung des Induktions-
gesetzes

—rot(E) = M + jwB (1.25)
und mit (1.14) die folgenden Komponentengleichungen:
0E, OE,
—— — =M. B 1.26
OE, OFE
——= — =M jwB 1.2
0z or 7 by, (1.27)
oL, OE
—— — =M, B,. 1.2
o + 9y + jwB (1.28)

1.2.3. Quellen des elektrischen Feldes, dritte Maxwellsche
Gleichung

1.2.3.1. Integrale Form

Der elektrische Fluss durch eine geschlossene Hiille ist gleich der eingeschlossenen
elektrischen Ladung:

av (D, dA) H pedV | (1.29)

%,_/
elektrische Ladung

10



1.2. Maxwellsche Gleichungen

Die Flichennormale dA zeigt dabei nach auflen. In der Hochfrequenztechnik wer-
den haufig elektromagnetische Felder in Dielektrika mit verschwindender elektri-
scher Ladungsdichte p. betrachtet. Die elektrische Flussdichte D ist dann quel-
lenfrei.

Fiir die komplexen Amplituden erhdlt man mit (1.3) und (1.7) die Gleichung

(B, ady = [[[ p,av. (1.30)

ov

1.2.3.2. Differentielle Form, Satz von Gaul}
Die Divergenz eines Vektorfeldes D definiert man zu
(D, dA)

(B - 15 0dV
le(D) = dlx}lgo T (1.31)

Die Flichennormale dA zeigt dabei wieder nach auflen.
Speziell zum Berechnen der Divergenz in kartesischen Koordinaten betrachtet
man das in Abbildung 1.4 gezeigte infinitesimale Volumenelement dV .

dx

—

I dy
v
Y R
/
e

>
>

z

Abbildung 1.4.: Infinitesimales Volumenelement dV = dz dy dz

11
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Der Fluss durch die Hiille 9dV des Volumenelements dV' ergibt sich zu

(fb,a4) = ([ (Bady+ [[ (D,dd)+ ([ (D,dA)

odv rechte Seite linke Seite Deckel
+ [[Dady+ [ (Dady+ ([ (DdA)
Boden Vorderseite Riickseite

d d
:Dx<$0+ gaymZO)t) dde_DX(IO - gaymZO)t) dde
d d
—l—Dy(azo,yo—i—?y,zo,t) ~dx~dz—Dy<x0,y0— 7y,z0,t> ~dx - dz
d d
+Dz<x07y0720 + 7Z7t> ~dx - dy - Dz<l’07y0720 - ?Zut> ~dz - dy

(Dx(sco + %x,yo, zo,t) — Dx(sco — %,yo, zo,t)

dx

Dy(ﬂfo,yo + %7’2071:) - Dy(x(by(] - %, Zoat)
+ 0

N Dz<$07y07 2o + d—;,t)d—ZDz(fL'anm 20 — %’t)) d[L‘dde

Fithrt man die Grenziibergange dx — 0, dy — 0 und dz — 0 durch, so erhélt
man

. . (0D, 0D, 9D oD, 9D, 0D
D = * Y z = X b z .
a@< | dA) <8x+8y+az>dxdydz <6x+6y+82>dv

Schliefflich erhalt man die Divergenz in kartesischen Koordinaten:

.= oD, 0D, 0D,

div(D) = 5 "oy T o (1.32)

Ein beliebiges, nicht infinitesimales Volumen V' kann man in unendlich vie-
le infinitesimale Volumenelemente zerlegen. Die Oberflichenintegrale entlang der
inneren Begrenzungen kiirzen sich dabei gegenseitig weg, so dass die Summe der
Oberflachenintegrale der infinitesimalen Volumenelemente das Oberflicheninte-
gral des gesamten Volumens V' ergibt. Die Summe der Volumenintegrale iiber die
infinitesimalen Volumenelemente ergibt das Volumenintegral iiber das gesamte
Volumen V. Damit folgt aus der Definition der Divergenz (1.31) der fiir beliebige

Vektorfelder D giiltige Satz von Gaufl

@ (D,dA) ff le (1.33)

12
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Anwenden des Satzes von Gaufl auf (1.29) ergibt
{§(D. a4y = [[{ div(D)av = [[[ peav.
ov v %

Da dies fiir beliebige Volumen V' gilt, erhalt man schliellich
div(D) = pe. (1.34)

Fiir die komplexen Amplituden erhalt man mit (1.3) und (1.7) die im Folgenden
vorwiegend verwendete Darstellung

div(é) =P, (1.35)

Aufgabe 1.1 FEs wird eine in der x-y-Ebene liegende Fldache A betrachtet, siehe
Abbildung 1.5. Zeigen Sie, dass mit dem nach aufen gerichteten Normalenein-
heitsvektor w auf dem Rand OA der Fldiche A fiir beliebige Vektorfelder D folgen-
der, als Gaufischer Satz in der Ebene bekannter Zusammenhang

oD, 0D
[J ( Ox + 0yy

gilt! Betrachten Sie hierzu zundchst ein infinitesimales rechteckférmiges Fldichen-
element dA, = dxz dy.

) dA = 98@,21) ds (1.36)
0A

1

Abbildung 1.5.: Fldche A mit Normaleneinheitsvektor @ auf dem Rand 0A

13
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1.2.4. Quellen des magnetischen Feldes, vierte Maxwellsche
Gleichung

1.2.4.1. Integrale Form

Der magnetische Fluss durch eine geschlossene Hiille ist gleich der eingeschlosse-
nen magnetischen Ladung:

$(5,d0) = |[[[ pwav | (1.37)
oV %

—_——
magnetische Ladung

Die Flichennormale dA zeigt auch hier wieder nach auflen. In realen Szenarien
gibt es keine magnetischen Ladungen und dann verschwindet die magnetische
Ladungsdichte p,,, das heiflit die magnetische Flussdichte B ist quellenfrei.

Fiir die komplexen Amplituden erhélt man mit (1.5) und (1.9) die Gleichung

{§(B.a4) = [ p,,av. (1.38)

)%

1.2.4.2. Differentielle Form

Dual zu Abschnitt 1.2.3.2 erhdlt man durch Anwenden des Satzes von Stokes
(1.15) auf (1.37)
div(B) = pu. (1.39)

Fiir die komplexen Amplituden erhalt man mit (1.5) und (1.9) die im Folgenden
vorwiegend verwendete Darstellung

diV(E) =P,

(1.40)

1.3. Ladungserhaltung

Anwenden der Divergenz auf das Durchflutungsgesetz (1.16) ergibt mit (1.46) und
(1.34) die Kontinuitatsgleichung

0 = div(rot(H)) = div (f+ aa_z?) = div(J) + %’f. (1.41)

14



1.3. Ladungserhaltung

Die Summe aus elektrischer Leitungsstromdichte J und elektrischer Verschie-
bungsstromdichte 8ﬁ/ ot ist quellenfrei und eine abflieende elektrische Strom-
dichte .J duBert sich in einer abnehmenden elektrischen Ladungsdichte p,. Fiir die
komplexen Amplituden erhilt man mit (1.6), (1.7) und (1.11) die Kontinuitats-
gleichung

0 = div(J) + jwp,. (1.42)

Mit dem Satz von Gaufl (1.33) folgt fiir den aus einem Volumen V herausflie-
Benden elektrischen Leitungsstrom

ffiran) = [ffa(Rav=- w%@edvz_g JJf v

~———
elektrischer Leitungsstrom elektrische Ladung

das heifit der aus dem Volumen V' herausflieBende elektrische Leitungsstrom ent-
spricht der Abnahme der elektrischen Ladung in dem Volumen V.
Falls die Ladungsanderung vernachléssigt werden kann, erhélt man die Kirch-
hoffsche Knotenregel
{fer.a4) =o. (1.43)
oV
Vollig dual folgt aus dem Induktionsgesetz (1.24) mit (1.46) und (1.39) die
Kontinuitéatsgleichung

. . OB .
OZdiV(-l"Ot(E)) :diV(MJraa—t) :div(M) +ag;£n. (1.44)
Die Summe aus magnetischer Leitungsstromdichte M und magnetischer Verschie-
bungsstromdichte OB /Ot ist quellenfrei und eine abflieBende magnetische Strom-
dichte M &uBert sich in einer abnehmenden magnetischen Ladungsdichte py,. Fir
die komplexen Amplituden erhélt man mit (1.8), (1.9) und (1.11) die Kontinui-
tatsgleichung

0 = div(M) + jwp, . (1.45)
Diese Ladungserhaltungssatze sind aus den Maxwellschen Gleichungen ableit-
bar und stellen keine weiteren Naturgesetze dar. Historisch gesehen hat die Forde-
rung nach der Ladungserhaltung das Einfiihren einer elektrischen Verschiebungs-

stromdichte 8D /0t in den Maxwellschen Gleichungen motiviert.

Aufgabe 1.2 Zeigen Sie unter Verwenden kartesischer Koordinaten, dass fiir je-
des Vektorfeld H .

div(rot(H)) =0 (1.46)
gilt!

15
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1.4. Materialgleichungen

Im Rahmen dieses Buchs werden nur einfache Materialen betrachtet, die sich
durch folgende Eigenschaften auszeichnen:

¢ Die Materialien sind linear.
o Die Materialien sind zeitinvariant.

o Die Materialien sind isotrop, das heifit die Eigenschaften sind richtungsun-
abhangig.

Im Allgemeinen sind die Materialeigenschaften ortsabhingig, was beim Bilden
der raumlichen Ableitungen zu beachten ist. Bei den im Folgenden betrachteten
Szenarien sind die Materialeigenschaften jedoch gebietsweise homogen, so dass
die Ortsabhéangigkeiten nur an den Grenzflichen zu beachten sind.

Fiir das elektrische Feld gilt

D=c¢E| (1.47)
Mit (1.2) und (1.3) folgt
D=cE (1.48)
Die Permittivitat
€ = €0&; (1.49)
ist das Produkt der absoluten Permittivitét
g0 =8,.8542- 107 AsV!'m™! (1.50)
und der relativen Permittivitat e,.
Fiir das magnetische Feld gilt
B=yuH| (1.51)
Mit (1.4) und (1.5) folgt
B = uH. (1.52)
Die Permeabilitét
[t = Hofhx (1.53)
ist das Produkt der absoluten Permeabilitat
po=4r-107"VsAtm™! (1.54)

und der relativen Permeabilitéat p,.
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1.5. Dualitat von elektrischem und magnetischem Feld

Mit der elektrischen Leitfahigkeit x gilt weiterhin das Ohmsche Gesetz

J =kE| (1.55)
Mit (1.2) und (1.6) folgt
J =kKE. (1.56)
Einsetzen der Materialgleichungen in das Durchflutungsgesetz (1.17) ergibt
3 . = A =
rot(ﬂ) = (k+jwe) E = jw (5—3—)@2@@. (1.57)
w

Mit der so definierten komplexen Permittivitét ¢ lassen sich Verluste in leitfdhigen
Materialien auf einfache Art und Weise beriicksichtigen. Dual kann man eine
komplexe Permeabilitat p definieren. Fiir das Induktionsgesetz (1.25) folgt

—rot(E) = M + jwpH = jwp H. (1.58)

1.5. Dualitat von elektrischem und magnetischem
Feld

Aufgrund der Dualitiat der Maxwellschen Gleichungen erhélt man aus einem die
Maxwellschen Gleichungen erfiillendem elektromagnetischen Feld bei Durchfiih-
ren der Ersetzungen in Tabelle 1.1 wieder ein mogliches elektromagnetisches Feld.
Speziell die Maxwellschen Gleichungen und die Materialgleichungen gehen durch
die Ersetzungen in sich selbst iiber.

Tabelle 1.1.: Dualitdt von elektrischem und magnetischem Feld

ersetze E durch — E
ersetze E durch E
ersetze B durch — Q
ersetze D durch 3
ersetze M durch — j
ersetze i durch ﬂ
ersetze p_ durch — P,
ersetze  p_ durch  p
ersetze ¢ durch p
ersetze p durch ¢
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Kapitel 1. Feldtheoretische Grundlagen

1.6. Bedingungen an Grenzflachen

1.6.1. Elektrisches Feld an einer Grenzflache

Es wird das elektrische Feld an der lokal ndherungsweise ebenen Grenzflache
zweier Materialien unterschiedlicher Permittivitaten betrachtet. Der Normalen-
vektor auf der Grenzfliche und die Einfallsrichtung spannen die Einfallsebene
auf. Das Koordinatensystem wird vereinfachend so gewahlt, dass sich die Grenz-
flache bei z = 0 befindet und die Einfallsebene der x-z-Ebene entspricht, siehe
Abbildung 1.6. Der Normaleneinheitsvektor auf der Grenzfliche in Richtung des
ersten Mediums ist dann der Einheitsvektor w, in z-Richtung. Bei Anwenden
der Maxwellschen Gleichungen auf das elektrische Feld an der Grenzflache sind
die magnetische Flédchenstromdichte M r in der Grenzfliche, die elektrische Fla-
chenladungsdichte p . in der Grenzfliche und die sprunghaften Anderungen der

elektrischen Feldstarke E und der elektrischen Flussdichte é an der Grenzflache
relevant. Die Ableitung der Sprungfunktion ist der Dirac-Impuls §(+).

€1

€9

QQ = EQEQ

Abbildung 1.6.: Elektrisches Feld an einer Grenzflache

Fiir die linke Seite der Gleichung (1.35) erhalt man mit (1.32)
div(D) = (Dy, — Dy,) 8(2) = (Dy — Dy, ) 8(2),

da man alle Ableitungen aufler denen in z-Richtung vernachlassigen kann. Fir
die rechte Seite der Gleichung (1.35) erhélt man

Es folgt
(Dy — Dy, tiy) = p .. (1.59)
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1.6. Bedingungen an Grenzflichen

Die Differenz der Normalkomponenten der elektrischen Flussdichten an einer
Grenzflache entspricht der elektrischen Flachenladungsdichte p . in der Grenz-
flache.

Fir die linke Seite des Induktionsgesetzes (1.25) erhélt man mit (1.14)

—10t(E) = (Ery — Eay) 8(2) tx — (Ery — Ea) 8(2) @y
— ((El —Ez) X ﬁz) 5(2),

da man alle Ableitungen aufler denen in z-Richtung vernachldssigen kann. X
bezeichnet hierbei das Vektorprodukt zweier Vektoren.? Fiir die rechte Seite des
Induktionsgesetzes (1.25) erhélt man

M:MFé(Z)u

da man die auch an der Grenzfliche endlich grofle magnetische Flussdichte B
vernachléssigen kann. Es folgt

(E, - E,) x 1, = My. (1.60)

Die Differenz der Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstédrken an einer
Grenzflache ist proportional zur magnetischen Flachenstromdichte My in der
Grenzflache.

1.6.2. Magnetisches Feld an einer Grenzflache

Es wird das magnetische Feld an der lokal naherungsweise ebenen Grenzfliche
zweier Materialien unterschiedlicher Permeabilitaten betrachtet. Das Koordina-
tensystem wird vereinfachend wieder so gewéhlt, dass sich die Grenzflache bei
z = 0 befindet und die Einfallsebene der x-z-Ebene entspricht, siehe Abbildung
1.7. Bei Anwenden der Maxwellschen Gleichungen auf das magnetische Feld an
der Grenzfliche sind die elektrische Flichenstromdichte J, r in der Grenzfliche, die
magnetische Flachenladungsdichte p . in der Grenzfliche und die sprunghaften

Anderungen der magnetischen Feldstérke H und der magnetischen Flussdichte B
an der Grenzfliche relevant.
Fir die linke Seite der Gleichung (1.40) erhdlt man mit (1.32)

diV(E) = (B, — By,)0(2) = <B1 - BQaﬁz> (),

Qs l_73
(a1by — agby) @,. Dies ist die in der elektromagnetische Feldtheorie iibliche Definition des
Vektorprodukts.

aq . Ql o
4Mit den Vektoren @ = <g2) und b = (I_)Q) gilt @ x b= (asbs — asb,) tx + (ashy — a1bs) Uy +
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V4
A
- 51 = Mlﬁ1
251 Jp
Emb > T
H2
32 = ,U2Ez

Abbildung 1.7.: Magnetisches Feld an einer Grenzfliche

da man alle Ableitungen aufler denen in z-Richtung vernachlassigen kann. Fir
die rechte Seite der Gleichung (1.40) erhélt man

Es folgt .
(By — By, ti,) = p

EmE-’

(1.61)

Die Differenz der Normalkomponenten der magnetischen Flussdichten an einer
Grenzflache entspricht der magnetischen Flachenladungsdichte p - in der Grenz-
flache.

Fir die linke Seite des Durchflutungsgesetzes (1.17) erhélt man mit (1.14)

rot (E) =— (ﬂ1y - EQy) 0(2) tx + (Hix — Hoy) 0(2) ty
— ((E1 —Ez) x ﬁz) §(2),

da man alle Ableitungen aufler denen in z-Richtung vernachlassigen kann. Fir
die rechte Seite des Durchflutungsgesetzes (1.17) erhilt man

da man die auch an der Grenzflache endlich grofle elektrische Flussdichte D ver-
nachlassigen kann. Es folgt

—(H, - Hy) x ii, = Jy. (1.62)

Die negative Differenz der Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstérken
an einer Grenzflache ist proportional zur elektrischen Flachenstromdichte Jy in
der Grenzflache.
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1.6. Bedingungen an Grenzflichen

Aufgabe 1.3 Die betrachteten elektromagnetischen Felder seien im jeweiligen
Medium Losungen der Mazwellschen Gleichungen. Zeigen Sie, dass dann die
Grenzflachenbedingungen (1.59) und (1.61) der Normalkomponenten der Fluss-
dichten erfillt sind, falls die Grenzflichenbedingungen (1.60) und (1.62) der Tan-
gentialkomponenten der Feldstirken erfillt sind!

1.6.3. Grenzflache zweier Dielektrika

An der Grenzfliche zweier Dielektrika sind die Fliachenladungsdichten und die
Flachenstromdichten Null. Wenn man das Koordinatensystem vereinfachend wie-
der so wéhlt, dass die Grenzfliche der z-y-Ebene entspricht, folgen aus (1.59),
(1.60), (1.61) und (1.62) an der Grenzflache z = 0:

—

(D) — Dy, 0,) =0,
(E\ - E;) x i, =0,

<Bl - Bza ﬁz> =0.
(H, - Hy) x ii, =0,

1.63)
)

(
(1.64
(1.65)
(1.66)
Die Normalkomponenten der Flussdichten und die Tangentialkomponenten der
Feldstérken sind an der Grenzflache zweier Dielektrika stetig.

1.6.4. Oberflache eines idealen elektrischen Leiters

In einem idealen elektrischen Leiter muss das elektrische Feld verschwinden. We-
gen des Induktionsgesetzes (1.25) und der verschwindenden magnetischen Strom-
dichte M kann dann in einem idealen elektrischen Leiter auch kein zeitveran-
derliches magnetisches Feld existieren. Ideale elektrische Leiter sind feldfrei. An
der Oberflache eines idealen elektrischen Leiters konnen eine elektrische Flachen-
stromdichte j r und eine elektrische Flachenladungsdichte Pop vorhanden sein. Die

magnetische Flachenstromdichte M r und die magnetische Fléachenladungsdichte
p,p sind jedoch an der Oberfliche eines idealen elektrischen Leiters stets Null.

Folglich miissen die Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstéarke E und
die Normalkomponente der magnetischen Flussdichte B an der Oberflache eines
idealen elektrischen Leiters Null sein, siche (1.60) und (1.61). Wenn das Koordi-
natensystem so gewahlt wird, dass der Bereich z < 0 mit dem idealen elektrischen
Leiter gefiillt ist, miissen an der Oberfliche z = 0

=,

X i, =0 (1.67)
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und
(B,1,) =0 (1.68)

gelten.
Mit (1.59) ergibt sich an der Oberfliche z = 0 des idealen elektrischen Leiters
die elektrische Flédchenladungsdichte

—

pp = (D, ). (1.69)

Der negative magnetische Feldstérkevektor H , der Normaleneinheitsvektor 7, und
die elektrische Flachenstromdichte Jy an der Oberfliche z = 0 des idealen elek-
trischen Leiters bilden wegen (1.62) ein Rechtssystem:

Jp=—H x i, (1.70)

1.6.5. Oberflache eines idealen magnetischen Leiters

Aus Dualitétsgriinden wird auch ein idealer magnetischer Leiter eingefiihrt. In ei-
nem idealen magnetischen Leiter muss das magnetische Feld verschwinden. Wegen
des Durchflutungsgesetzes (1.17) und der verschwindenden elektrischen Strom-
dichte j kann dann in einem idealen magnetischen Leiter auch kein zeitverin-
derliches elektrisches Feld existieren. Ideale magnetische Leiter sind feldfrei. An
der Oberflache eines idealen magnetischen Leiters konnen eine magnetische Fla-
chenstromdichte ﬂ r und eine magnetische Flachenladungsdichte P vorhanden

sein. Die elektrische Flichenstromdichte .J; r und die elektrische Flachenladungs-
dichte p . sind jedoch an der Oberfliche eines idealen magnetischen Leiters stets
Null. Folglich miissen die Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstarke
E und die Normalkomponente der elektrischen Flussdichte D an der Oberflache
eines idealen magnetischen Leiters Null sein, siehe (1.62) und (1.59). Wenn das
Koordinatensystem so gewéhlt wird, dass der Bereich z < 0 mit dem idealen
magnetischen Leiter gefiillt ist, miissen an der Oberfliche z = 0

(e

X i, =0 (1.71)

und
(D,i,) =0 (1.72)

gelten.
Mit (1.61) ergibt sich an der Oberfliche z = 0 des idealen magnetischen Leiters
die magnetische Flachenladungsdichte

Py = (B, ). (1.73)
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1.7. Poynting-Vektor

Der elektrische Feldstarkevektor E , der Normaleneinheitsvektor u, und die magne-
tische Flachenstromdichte My an der Oberfliche z = 0 des idealen magnetischen
Leiters bilden wegen (1.60) ein Rechtssystem:

My =E x i, (1.74)

1.7. Poynting-Vektor

Charakteristisch und fiir viele technische Anwendungen essentiell ist die Fahigkeit
elektromagnetischer Felder, Energie zu transportieren. Das Ziel der folgenden Be-
trachtungen ist das Gewinnen von Aussagen iiber den Energiefluss in realen Sze-
narien mit verschwindender magnetischer Ladungsdichte p,, und verschwindender
magnetischer Stromdichte M.

Die folgenden Betrachtungen gehen von der momentanen Verlustleistungsdichte

pv = (E,J) (1.75)

aus. Mit dem Durchflutungsgesetz (1.16) und (1.47) folgt
pv = (E, rot(ﬁ)) —e(E, —

was man mit (1.82) in
Py = (rot(ﬁ),ﬁ) — diV(E X ﬁ) —e(E, =

umformen kann. Einsetzen des Induktionsgesetzes (1.24) ergibt mit (1.51) bei
verschwindender magnetischer Stromdichte M

oH - . o o . OF
pv == p(— H) - div(E x H) — &(E, -
1 0 1 0,5 =
=-3 at(H H) - div(E x H) - 555, (B E)
Man definiert den Poynting-Vektor
S=ExH. (1.76)

Die Verlustleistung im Volumen V ist

Py = fﬂpv av=— ﬂf ( (H, ) + ;a@, E>) av — [[[ div(S) av,
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was sich mit dem Satz von Gauf$ (1.33) in

-,

0 1 - = 1 = 5 -
ro=—|ff (§M<H, A) + =(E, E}) av — (5. a4)
v oV
umformen lasst. Aufgrund des Energieerhaltungssatzes muss die Verlustleistung
Py im Volumen V gleich der Abnahme der im elektromagnetischen Feld gespei-
cherten Energie weniger der aus dem Volumen V' austretenden Strahlungsleistung

sein. Man identifiziert 1

Wy = §u<ﬁ, H) (1.77)
als momentane magnetische Energiedichte,
1 - =
We = §€<E’ E) (1.78)

als momentane elektrische Energiedichte und

pP= @@, dA) (1.79)
oV

als momentane Strahlungsleistung. Der Poynting-Vektor S beschreibt die momen-
tane Energieflussdichte.

In der Hochfrequenztechnik interessieren wir uns insbesondere fiir den zeitli-
chen Mittelwert des Poynting-Vektors S bei sinusformiger Zeitabhéngigkeit der
Feldstarken. Bei sinusformigen zeitabhéangigen Feldstarken berechnet sich der
Poynting-Vektor mit (1.2) und (1.4) zu®

S :R6<E ej“’t) X Re(ﬁ ejw’f)
—5 (B ) s 5 (H ol )
(B Ay (B B 42 (B H) 1 L (B <) e,
Der Mittelwert
TEx )+ 3 (E < i) =re(SEx )
entspricht dem Realteil des komplexen Poynting-Vektors

.1
S=zExH. (1.80)

®Der Realteil einer komplexen Grofie z berechnet sich zu Re(z) = 3 (z + z*).
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1.8. Reziprozitdtstheorem

Die im Mittel aus einem Volumen V austretende Strahlungsleistung ist
P = {f(Re(S), d4). (1.81)
oV

Aufgabe 1.4 Zeigen Sie unter Verwenden kartesischer Koordinaten, dass fir be-
liebige Vektorfelder E und H

div(E x H) = (ro0t(E), H) — (E,rot(H)) (1.82)
qgilt!

1.8. Reziprozitatstheorem

Es wird eine geschlossene Hiille 9V um ein quellenfreies, mit einem reziproken, das
heiflt einem linearen und isotropen Material ausgefiilltes Gebiet V' betrachtet. Die
Feldstarken E1 und H 1 beschreiben das durch eine erste Konfiguration an Quellen
auBerhalb des Gebiets V' verursachte elektromagnetische Feld und die Feldstarken
Ez und H o beschreiben das durch eine zweite Konfiguration an Quellen auflerhalb
des Gebiets V' verursachte elektromagnetische Feld. Mit dem Satz von Gauss
(1.33) und (1.82) erhélt man

@(El X Ez - Ez X Eladf@
av

= J:[f diV<E1 X EQ - EQ X El) dV
= _[[[ ((rot(ﬁl),ﬁ2) - <E17T0t(ﬁ2)> - <r0t(E2)7EI> + (B, rot(ﬁ1)>) dv.

Mit dem Durchflutungsgesetz (1.17), dem Induktionsgesetz (1.25), (1.48), (1.52)

—

und (1.56) folgt im quellenfreien Gebiet V mit J = 0 und M = 0 weiter

@<El X EQ - EQ X Eladsz

v
= [ (t—ieondy, Hy) = (Ey, kEy + jweE) — (—joopHy, Hy) + (Ey, kEy + jweE))) dV
v

0

Es folgt das Reziprozitéitstheorem®

@S<El X E%df@ = @<Ez X El,d@- (1.83)
v v

6Genauer handelt es sich um das Lorentz-Reziprozititstheorem.
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Kapitel 2.

Elektromagnetische Wellen

2.1. Helmholtz-Gleichungen

Im Folgenden wird das elektromagnetische Feld in einem homogenem Dielek-
trikum betrachtet. Es werden vereinfachend kartesische Koordinaten verwendet.
Wendet man auf das Durchflutungsgesetz (1.17) nochmals die Rotation an, so
erhalt man mit (1.48) bei verschwindender elektrischer Stromdichte J

— —

ot (rot(H) ) = jwe rot(E) .

Mit dem Gradienten

9o . 9¢_ 09
grad(Q) = g Ux + 8—;uy + 5, (2.1)

eines Skalarfeldes ¢ in kartesischen Koordinaten, dem Laplace-Operator
AH = grad(div(ﬁ)) — rot(rot(ﬁ)) (2.2)

und der Quellenfreiheit des magnetischen Feldes H im ladungsfreien Raum p =
0, siehe (1.40) und (1.52), erhdlt man

~AH = jwe rot(E) )
Einsetzen des Induktionsgesetzes (1.25) ergibt mit (1.52) und
Bo = wy/elL (2.3)
bei verschwindender magnetischer Stromdichte M die Helmholtz-Gleichung
AH+32H =0 (2.4)

fiir die magnetische Feldstéarke H. Dual erhilt man ausgehend vom Induktions-
gesetz (1.25) durch Einsetzen des Durchflutungsgesetzes (1.17) die Helmholtz-
Gleichung

=,
=,

AE + B2E=0 (2.5)
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—

fir die elektrische Feldstarke E. Ziel wird es sein, spezielle Randbedingungen
und die Helmholtz-Gleichungen erfiillende, als elektromagnetische Wellen bezeich-
nete, quellenfreie elektromagnetische Felder zu finden. Zunéachst werden jedoch
charakteristische Eigenschaften moglicher Losungen der Helmholtz-Gleichungen

studiert.

Aufgabe 2.1 Aus dem Durchflutungsgesetz (1.17) erhdlt man mit (1.48) bei ver-
schwindender elektrischer Stromdichte j die elektrische Feldstarke

E = —jwi6 rot(ﬁ) .

Zeigen Sie, dass die so berechnete elektrische Feldstdrke E die Helmholtz- Gleichung
(2.5) erfiillt, falls die magnetische Feldstirke H die Helmholtz-Gleichung (2.4) er-
fullt und quellenfrei ist!

Aufgabe 2.2 Zeigen Sie ausgehend von der Definition des Laplace-Operators
(2.2), dass fiir den Laplace-Operator in kartesischen Koordinaten
i N o H N 0’ H
C0x2 0 Oy? 022

(saf

A

(2.6)

gilt!

2.2. Zylindrische Wellenleiter

2.2.1. Helmholtz-Gleichungen fiir zylindrische Wellenleiter

Zylindrische Wellenleiter, wie der in Abbildung 2.1 gezeigte, zeichnen sich durch
ihren konstanten Querschnitt aus. Das Koordinatensystem wird so gewahlt, dass
die Langsachse des zylindrischen Wellenleiters der z-Achse entspricht. Das Dielek-
trikum sei homogen und von idealen elektrischen Leitern berandet.

Es werden Losungen der Helmholtz-Gleichungen mit einer periodischen z-Ab-
héngigkeit gesucht. Fir eine sich in positive (negative) z-Richtung ausbreitende
elektromagnetische Welle wahlt man daher den Ansatz

H(z,y, 2,t) = Re(ﬁ(:c, Y, 2) ej“t) = Re(ﬁo(x, y) eTib2 ej“t) (2.7)

fiir die magnetische Feldstirke H. Das obere (untere) Vorzeichen gilt hier und
im Folgenden stets bei Ausbreitung in positiver (negativer) z-Richtung. (5 ist die
Phasenkonstante. Dual verwendet man den Ansatz

—

E(w,y,%1) = Re(E(,y,2) ') = Re(Ey(w,y) P ) (28)
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2.2. Zylindrische Wellenleiter

z

Abbildung 2.1.: Kurzes Stiick eines zylindrischen Wellenleiters bestehend aus zwei
Leitern, deren Querschnitt grau dargestellt ist

fir die elektrische Feldstarke E )

Eine genauere Betrachtung des Anwendens des Laplace-Operators (2.6) auf die
magnetische Feldstarke E einer sich auf einem zylindrischen Wellenleiter ausbrei-
tenden elektromagnetischen Welle mit periodischer z-Abhéngigkeit ergibt

0*H, N 9?H,
Ox? 0y?

AE — A (EO eﬂFjBZ) _ ( _ BQEO> oFibz

Man definiert den zweidimensionalen Laplace-Operator

g, P | M,

A — )
e Ox? + Oy?

(2.9)

Dies in die Helmholtz-Gleichung (2.4) eingesetzt ergibt nach Wegkiirzen von e¥#
die zweidimensionale Helmholtz-Gleichung

AqHy+ (83— 8°) Hy =0 (2.10)
2
e

fiir die magnetische Feldstirke H, bei z = 0. Dual erhilt man aus (2.5) die
zweidimensionale Helmholtz-Gleichung

AwEo+ (83— B?) By =0 (2.11)
2
/BC
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fiir die elektrische Feldstarke Eo bei z = 0.

Man findet zunéchst elektromagnetische Felder H o und Eo in der Querschnitts-
ebene z = 0 des zylindrischen Wellenleiters und zugehorige kritische Phasenkon-
stanten [, mit

g2 = g — 5° (212)
als frequenzunabhéngige Losungen der zweidimensionalen Helmholtz-Gleichungen.
Die kritische Phasenkonstante . hangt nur von der Geometrie des zylindrischen
Wellenleiters, nicht aber von der Kreisfrequenz w ab. Mathematisch gesehen han-
delt es sich bei den zweidimensionalen Helmholtz-Gleichungen mit ihren durch die
Geometrie des zylindrischen Wellenleiters gegebenen Randbedingungen um Ei-
genwertprobleme | ]. Es gibt unendlich viele diskrete, aus Eigenwerten — 32
und zugehoérigen Eigenfunktionen H H, oder EO bestehende Losungen. Diese die
Feldstruktur beschreibenden Losungen des Eigenwertproblems werden als Moden
bezeichnet. Zu jedem Mode gibt es unendlich viele elektromagnetische Wellen, die
sich in Amplitude, Phase und Ausbreitungsrichtung unterscheiden.

Falls sich die Langsachse des zylindrischen Wellenleiters in eine beliebige, durch
den Einheitsvektor u beschriebene Raumrichtung erstreckt, erhélt man fiir die sich
in diese Raumrichtung ausbreitende elektromagnetische Welle mit dem Phasen-
vektor

3 = Bit = Byiiy + Byily + By, (2.13)
und dem Ortsvektor
T = Uy + Yty + 21,
des Beobachtungsortes die Ansétze
ﬁ = Re(ﬁo e_j<gv7_'> ej“)t) = Re (EO e_jﬁxx e_jﬁyy e_jﬁzz GJWt) (214)
und B
E = Re(Eo e I8 ej“t) = Re(ﬂo eI oTIBvY o mife ej“’t) : (2.15)

E o und Eo diirfen hier nur von den zum Phasenvektor 5 senkrechten Transver-
salkoordinaten abhangen.

2.2.2. Transversalkomponenten und Longitudinalkomponenten

Die Transversalkomponenten H,, H v Ex und L, der Feldstérken einer sich in po-
sitive (negative) z-Richtung ausbreitenden elektromagnetischen Welle kann man
aus den Longitudinalkomponenten H, und E, der Feldstarken berechnen.

Fiir sich in positive (negative) z-Richtung ausbreitende elektromagnetische Wel-
len geméB (2.7) lauten die ersten beiden Komponentengleichungen (1.18) und
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2.2. Zylindrische Wellenleiter

(1.19) des Durchflutungsgesetzes im Dielektrikum J, = iy = 0 unter Verwenden
von (1.48):
o0H

Sy T8Hy =jweEs. (2.16)

. OH, .
FiBH — = =jwek. (2.17)

Dual erhilt durch Einsetzen von (2.8) in die ersten beiden Komponentenglei-
chungen (1.26) und (1.27) des Induktionsgesetzes im Dielektrikum M, = M, =0
unter Verwenden von (1.52):

oE

%L 351, =jontl, 218
4, + 2 jup,, (2.19)

Auflésen nach den Transversalkomponenten ergibt mit (2.3) und (2.12):
B =F 052 ~ jon'g, (2.20)
B, = F 1052 + o, (2.21)
HL5 = F 875 + e (2.22)
H, B = FJ6 0 — e (2.23)

2.2.3. Transversalelektromagnetische Wellen

Transversalelektromagnetische Wellen (TEM-Wellen), die auch als Lecher-Wellen
(L-Wellen) bezeichnet werden, sind elektromagnetische Wellen, deren Feldstérken
keine Longitudinalkomponenten H, und £, haben. Fiir die kritische Phasenkon-
stante transversalelektromagnetischer Wellen muss f. = 0 gelten, siche (2.20),
(2.21), (2.22) und (2.23), wenn das elektromagnetische Feld nicht vollstandig ver-
schwinden soll. Mit (2.12) und (2.3) folgt die Phasenkonstante

B =Py =wy/Ep. (2.24)
Weiterhin folgt aus (2.16) und (2.17) oder (2.18) und (2.19) fiir die Transver-

salkomponenten einer sich in positive (negative) z-Richtung ausbreitenden trans-

versalelektromagnetischen Welle
E__E_ B8 _ w

H H, we

Y
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Kapitel 2. Elektromagnetische Wellen

Man erhélt den Feldwellenwiderstand

_ B _we_ [B
ZF_E_ 3 _\/Z (2.25)

transversalelektromagnetischer Wellen. Der Feldwellenwiderstand des Vakuums
ergibt sich mit (1.50) und (1.54) zu

Zro = |22 = 120702 = 377 Q. (2.26)
€0

Der elektrische Feldstirkevektor E und der magnetische Feldstarkevektor H einer
transversalelektromagnetischen Welle sind in Phase und stehen zu jedem Zeit-
punkt senkrecht aufeinander:

E =+ ZpH x 1, (2.27)
A=52"" (2.28)
Zy

Mit (1.80) folgt der komplexe Poynting-Vektor

§ =3 (B.H; - B, .
1 9 2\ 1 =22
=45 (|EX| +|Ey| ) i =ty |E|" @ (2.29)

== 220 (|1 + 1) i = =520 |

einer sich in positive (negative) z-Richtung ausbreitenden transversalelektroma-
gnetischen Welle. ||-|| bezeichnet die Norm des Vektors.! Der komplexe Poynting-
Vektor S einer transversalelektromagnetischen Welle ist reell, das heifit die trans-
versalelektromagnetische Welle transportiert nur Wirkleistung.

Aufgabe 2.3 Zeigen Sie, dass bei transversalelektromagnetischen Wellen die elek-
trische Energiedichte w, und die magnetische Energiedichte wy, zu jedem Zeit-
punkt gleich sind! Die Energiedichten selbst konnen dabei sehr wohl zeitabhdngig
oder ortsabhdngig sein. Wie grofs ist die Energiegeschwindigkeit

1]
Ve = m (230)
transversalelektromagnetischer Wellen?
a
'Die Norm des Vektors @ = (QQ) ist ||@|| = \/|Q1|2 + las)? + Jas)?.
as
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2.2. Zylindrische Wellenleiter

2.2.4. Transversalelektrische Wellen

Transversalelektrische Wellen (TE-Wellen), die auch als H-Wellen bezeichnet wer-
den, sind elektromagnetische Wellen, deren elektrische Feldstérke E keine Longi-
tudinalkomponente £, hat. Die magnetische Feldstérke H hat jedoch eine Longi-
tudinalkomponente H,. Fiir die kritische Phasenkonstante transversalelektrischer
Wellen muss (. # 0 gelten, siche (2.20), (2.21), (2.22) und (2.23), wenn die Lon-
gitudinalkomponente H, der magnetischen Feldstéarke H nicht iiber die gesamte
Querschnittsflache konstant sein soll, was im Widerspruch zu den Randbedingun-
gen stiinde.

Im Folgenden wird gezeigt, dass 32 reell und nichtnegativ ist.> Sei A die mit
dem Dielektrikum gefiillte Querschnittsebene des zylindrischen Wellenleiters. Der
Rand 0A der Querschnittsebene A entspricht den Leiteroberflichen. @ sei der
Normaleneinheitsvektor dem Rand dA der Querschnittsebene A. Mit der zweidi-
mensionalen Helmholtz-Gleichung (2.10), (2.9) und dem Gaufischen Satz in der
Ebene (1.36) erhélt man unter Berticksichtigen der Produktregel der Differentia-
tion

82 [[ 15y, aa = [[ 5,820, 04
A A

— j | Hy, A Hy, dA
- (e -

0 OH
- -~ H* 2£ 0z - H* 2£ 0z A
fj (8:1: <_OZ or >+ dy <_OZ dy )) d

jj <8H0z OH,, 5’ﬂ8z aﬂOZ)dA

dy Oy
_ * aﬂ(]z — * 8ﬂOz [ —
__¢<—Oz or * 210z 8y uy7u>d5
oA
oH, |> |oH,,|*
H (‘ H,, | H,, )dA.
)« 0x oy

Die Differentiation der tangentialen z-Komponente H,, der magnetischen Feld-
starke H an der Oberflache des idealen elektrischen Leiters nach der Normalen-

2Der Laplace-Operator ist auf der Menge der die Randbedingungen erfiillenden Funktion
selbstadjungiert. Seine Eigenwerte — 32 sind reell und nichtpositiv.

33



Kapitel 2. Elektromagnetische Wellen

richtung ergibt Null, siche (2.20), (2.21) und (1.67). Damit folgt

8H aH
Y %4, i) ds
Oy

oH oOH
95<ng 8—0“ +HE, 6_0% ds_QSH
0A

_J— gSH — Byt + Eoyily, @) ds

_J_ gSH Byl + Eoy ity ) x i ds

=0 auf 0A

Man erhélt schliefllich

Jy (1%

Be = >0
£f |EOZ|2 dA

reell

Zum Berechnen des Feldwellenwiderstands Zprg bildet man das Verhéaltnis aus
(2.20) und (2.23) oder aus (2.21) und (2.22) und setzt £, = 0 ein. Mit (2.12),
(2.3) und (2.25) erhalt man den Feldwellenwiderstand

E L
Zprp = £ = :F_y (2.31)

4, == 50\/1— N \/1

transversalelektrischer Wellen, siehe auch (2.42). Zusammenfassend schreibt man

E =+ ZprpH x ,. (2.32)

2.2.5. Transversalmagnetische Wellen

Transversalmagnetische Wellen (TM-Wellen), die auch als E-Wellen bezeichnet
werden, sind elektromagnetische Wellen, deren magnetische Feldstérke H keine
Longitudinalkomponente H, hat. Die elektrische Feldstarke E hat jedoch eine
Longitudinalkomponente E,. Fir die kritische Phasenkonstante transversalma-
gnetischer Wellen muss . # 0 gelten, siehe (2.20), (2.21), (2.22) und (2.23),
wenn die Longitudinalkomponente £, der elektrischen Feldstéarke E nicht iiber
die gesamte Querschnittsfliche konstant sein soll, was im Widerspruch zu den
Randbedingungen stiinde.
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2.2. Zylindrische Wellenleiter

Die tangentiale z-Komponente £, der elektrischen Feldstarke E an der Ober-
fliche des idealen elektrischen Leiters ist Null, vergleiche (1.67). Damit folgt

. OEq, ., . Oy, . . 0E,, ., 0Ly, ., |
98<Eoz 8:1,? Uy +EOZ—6; Uy, u) ds = 98 Ly, <—8I0 Uy + —33;0 Uy, u) ds = 0.
94 A _ 0 auf DA

Mit einer im Ubrigen formal zur Rechnung in Abschnitt 2.2.4 gleichartigen Rech-
nung ausgehend von der zweidimensionalen Helmholtz-Gleichung (2.11) kann man
zeigen, dass 32 auch hier reell und nichtnegativ ist.

Zum Berechnen des Feldwellenwiderstands Zpy bildet man das Verhéltnis aus
(2.20) und (2.23) oder aus (2.21) und (2.22) und setzt H, = 0 ein. Mit (2.12),
(2.3) und (2.25) erhalt man den Feldwellenwiderstand

1 502
g _yBe_ By 5 I-(B) [ (A
FIM H H we we ¥

y =£x

)2 (2.33)

0

transversalmagnetischer Wellen, siehe auch (2.42). Zusammenfassend schreibt man

L Bxi
q=52""

. 2.34
ZrT™ ( )

2.2.6. Phasenkonstante und Wellenlange
Aus (2.12) ergibt sich mit (2.3) die Phasenkonstante

B=\/83— 52 = \Jwep — B2. (2.35)

Die elektromagnetische Welle ist nur dann ausbreitungsfahig, das heifit die Pha-
senkonstante [ ist nur dann reell, wenn die Kreisfrequenz w grofler als die kritische
Kreisfrequenz

Be

VEH
ist. Anderenfalls entstiinde ein aperiodisch abklingendes elektromagnetisches Feld.

Fiir diesen Fall und verallgemeinernd fiir den Fall verlustbehafteter Dielektrika
mit komplexer Permittivitat ¢ und komplexer Permeabilitat p ergibt sich eine

komplexe Wellenzahl
k=p—ja= |wp— 32 (2.37)

Der negative Imaginérteil o der Wellenzahl k wird als Dampfungskonstante be-
zeichnet. Im Folgenden werden jedoch nur die fiir technische Anwendungen beson-
ders interessanten ausbreitungsfihigen und ungedédmpften elektromagnetischen
Wellen mit reeller Wellenzahl k = 3 weiter betrachtet.

(2.36)

we =27 f. =
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Kapitel 2. Elektromagnetische Wellen

Aus der Phasenkonstante 8 berechnet man die Wellenldnge

2 2
A= AT (2.38)

BB -p

siehe (2.7), (2.8) und Abbildung 2.2. Es gibt elektromagnetische Wellen, deren
kritische Phasenkonstante [, Null ist, sieche Abschnitt 2.2.3. Die Wellenlénge A\
einer derartigen elektromagnetischen Welle entspricht der sogenannten Freiraum-

wellenlange
2

Ao = —. 2.39
= (239
Hiermit folgt fiir die Wellenlénge
A
A= —— (2.40)
Be
1= (%)
nyz(x(h Yo, 2, tO)
| A
\/ :
Abbildung 2.2.: Elektromagnetische Welle mit der Wellenldnge A
Man definiert weiterhin die kritische Wellenlédnge

2
Ae = —. 241
B, (2.41)

Unter Verwenden von (2.3) folgt fiir den Term im Nenner von (2.40)

J1—<%>2:$1—<i—2>2: 1—(%)2. (2.42)
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2.2. Zylindrische Wellenleiter

2.2.7. Phasengeschwindigkeit

Die Phasengeschwindigkeit ergibt sich mit der Strecke [, welche die Phasenfront
in der Phasenlaufzeit ¢, zurticklegt, zu

Up = —,
p

siche Abbildung 2.3. An der Phasenfront einer sich in positive z-Richtung aus-
breitenden elektromagnetischen Welle gilt

e iBztjwt _ eij(erl)Jrjw(tthp)7
siehe (2.7) und (2.8). Es folgt die Phasengeschwindigkeit

v =2 (2.43)

und mit (2.35) und (2.3) schliefllich

w 1
vp = = .
s1- (%) vemi- (%)

l nyz(x0>y0azat0 +tp)

nyz(l‘07 Yo, 2, tO)

Abbildung 2.3.: Sich in positive z-Richtung ausbreitende elektromagnetische Wel-
le

Die Phasengeschwindigkeit v, einer sich in einem Dielektrikum mit frequenzu-
nabhédngigen Materialeigenschaften ausbreitenden elektromagnetischen Welle ist
nur dann frequenzunabhéingig, wenn die kritische Phasenkonstante . Null ist.
Fiir derartige elektromagnetische Wellen entspricht die Phasengeschwindigkeit vy,
der Lichtgeschwindigkeit

S (2.44)
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Mit (1.50) und (1.54) ergibt sich die Vakuumlichtgeschwindigkeit zu

co = =3-10°ms ™" 2.45
0= (2.45)

Fir die Phasengeschwindigkeit folgt
vp = - c (2.46)

)

- (50)

sieche auch (2.42). Beim Annédhern an die kritische Kreisfrequenz w, wird die
Phasengeschwindigkeit v, unendlich grof, sieche Abbildung 2.5.

2.2.8. Gruppengeschwindigkeit

Es wird ein Wellenleiterstiick der Lénge | mit einer sich in positive z-Richtung
ausbreitenden elektromagnetischen Welle betrachtet, sieche Abbildung 2.4. Aus
nachrichtentechnischer Sicht ist insbesondere die aus der Impulsantwort einfach
ablesbare Gruppenlaufzeit t, der Nachrichten interessant. Die gesuchte Impuls-
antwort lisst sich prinzipiell aus der Ubertragungsfunktion e« durch inverse
Fourier-Transformation berechnen, siche (C.1). Man wird jedoch typischerwei-
se aufgrund der komplizierten Frequenzabhéngigkeit der Phasenkonstante (5(w)
keine analytische Losung finden.

Wellenleiter >

:

l

Abbildung 2.4.: Lineares zeitinvariantes System

Fiir schmalbandige Nachrichtensignale der mittleren Kreisfrequenz wgy kann
man zum Vereinfachen des Problems die lineare Taylor-Approximation

B()  Blun) + o (19— o)

verwenden. Damit folgt fiir die Ubertragungsfunktion
oI o omIBwON—iFE (w—wo)l _ —iBwo)lHigEwel —ignwl
| S ——

Phasenverschiebung
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2.2. Zylindrische Wellenleiter

Durch inverse Fourier-Transformation (C.1) erhélt man hieraus bis auf eine nicht
weiter interessierende Phasenverschiebung die Impulsantwort

}"l(e’j%“l) - Toej%“l 'dw =0t — %l =0(t — ty)
2r J ow &
d(+) ist der Dirac-Impuls. Es folgt die Gruppengeschwindigkeit
l 1 Ow
- - - 247
,Ug tg g_g 66 ( )

Mit (2.35), (2.3) und (2.44) folgt fiir elektromagnetische Wellen bei frequenzu-
nabhangigen Materialeigenschaften

Vg = ! _ ! 1- <&>2:c 1- <&>2, (2.48)
2 (m) VEI Bo \ Bo

siehe auch (2.42). Es gilt

Vg = €7, (2.49)

siehe (2.46). Beim Annéhern an die kritische Kreisfrequenz w, wird die Gruppen-
geschwindigkeit vy Null, siche Abbildung 2.5.

3

Abbildung 2.5.: Phasengeschwindigkeit v, und Gruppengeschwindigkeit v,

Die Gruppengeschwindigkeit v, ist frequenzunabhangig, falls die Phasenkon-
stante [ proportional zur Kreisfrequenz w ist, siche Abbildung 2.6. Dies ist bei
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einer sich in einem Dielektrikum mit frequenzunabhédngigen Materialeigenschaften
ausbreitenden elektromagnetischen Welle der Fall, wenn die kritische Phasenkon-
stante 3. Null ist. Dann sind Phasengeschwindigkeit v, und Gruppengeschwin-
digkeit v, gleich der Lichtgeschwindigkeit c. Man bezeichnet die elektromagne-
tische Welle als dispersionsfrei. Dispersionen resultieren aus einer nichtlinearen
Frequenzabhingigkeit der Phasenkonstante (. Dispersionen sind meistens uner-
wiinscht, da die frequenzabhéngige Gruppengeschwindigkeit vy zu Verzerrungen
bei der Signaliibertragung fithrt. Man unterscheidet im Allgemeinen

Wellenleiterdispersionen, die aus der charakteristischen nichtlinearen Frequenz-
abhéngigkeit (2.35) der Phasenkonstante /3 bei elektromagnetischen Wellen
mit einer kritischen Phasenkonstante (. grofler Null resultieren und

Materialdispersionen, die aus einer nichtlinearen Frequenzabhangigkeit der Pha-
senkonstante 3 infolge frequenzabhangiger Materialeigenschaften resultie-
ren.

dispersionsbehaftet

0o 05 1 15 2 25 3

w/we

Abbildung 2.6.: Dispersionsdiagramm

Aufgabe 2.4 Zeigen Sie, dass sich die Gruppengeschwindigkeit mittels

Up

w Ovp
vp Ow

’Ug:

aus der Phasengeschwindigkeit v, berechnen ldsst!
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2.3. Ebene homogene Welle im freien Raum

Die ebene homogene Welle stellt die einfachste Losung der Helmholtz-Gleichungen
dar. Eine ebene Welle ist dadurch charakterisiert, dass die Phasenfronten, das
heilt die Orte gleicher Phasen, Ebenen im Raum sind. Von einer ebenen homo-
genen Welle fordert man zusétzlich, dass diese Ebenen konstanter Phase auch
Orte konstanter Amplitude sind. Der freie Raum entspricht einem zylindrischen
Wellenleiter mit unendlichem Querschnitt. Bei einer ebenen homogenen, sich in
positive (negative) z-Richtung ausbreitenden elektromagnetischen Welle gelten
folglich

H(z,y,z) = Hye™? (2.50)

und .
E(xayvz) :EO e:Fszv (251)

vergleiche (2.7) und (2.8).

Da die Feldstarken einer sich in z-Richtung ausbreitenden ebenen homogenen
Welle nicht von den Transversalkoordinaten x und y abhéngen, folgt aus der
z-Komponente (1.20) des Durchflutungsgesetzes im Dielektrikum J, = 0 unter
Verwenden von (1.48)

Ez = L 8ﬂy - aﬂx - 0
jwe \ Oz oy

Dual folgt aus der z-Komponente (1.28) des Induktionsgesetzes im Dielektrikum
M, = 0 unter Verwenden von (1.52)

1 _8Ey+8ﬂx 0
R TRYY ox oy )

Die ebene homogene Welle ist also eine transversalelektromagnetische Welle. Man
kann beispielsweise die konstanten, von den Transversalkoordinaten x und y un-
abhéngigen Transversalkomponenten Ey, und E, der elektrischen Feldstérke Eo
fir z = 0 oder alternativ die Transversalkomponenten H,, und H oy der ma-
gnetischen Feldstarke H o fir z = 0 beliebig vorgeben. Wie man leicht durch
Einsetzen tiberpriift, erfiillt dieser Ansatz unter Berticksichtigen von . = 0 die
zweidimensionalen Helmholtz-Gleichungen (2.10) und (2.11). Wie bei allen trans-
versalelektromagnetischen Wellen sind die elektrische Feldstarke E und die ma-
gnetische Feldstarke H iiber den Feldwellenwiderstand Zp miteinander verkniipft,
siehe (2.27) und (2.28). Des Weiteren gelten natiirlich alle allgemeinen Eigenschaf-
ten transversalelektromagnetischer Wellen auch hier, siche Abschnitt 2.2.3.
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Die Betrachtung der zeitabhéingigen rdumlichen Ausrichtung des elektrischen
Feldstirkevektors E einer sich in positive z-Richtung ausbreitenden ebenen ho-
mogenen Welle fithrt zum Begriff der Polarisation. Willkiirlich wird die Ebene
z = 0 betrachtet. Der Polarisationszustand ist durch den Jones-Vektor

E= (ﬁgz) (2.52)

vollstédndig beschrieben | |. Fur den Momentanwert der elektrischen Feld-
starke gilt mit (1.2)?

Eox = Re(EOX ej“t) = Re(Ey) cos(wt) — Im(E,) sin(wt)

d
o Eoy = Re (E(]y ej“t) = Re (E(]y) cos(wt) — Im(ﬂoy) sin(wt) .

Die Spitze des elektrischen Feldstarkevektors Ej durchlauft mit fortschreitender
Zeit eine Ellipse in der z-y-Ebene, siche Abbildung 2.7.

|0

max

Abbildung 2.7.: Polarisationsellipse

Den Drehsinn definiert man beziiglich der Blickrichtung in Ausbreitungsrich-
tung der ebenen homogenen Welle. Diese Blickrichtung ist willkiirlich aber in der
Hochfrequenztechnik iiblich. In der Optik wahlt man die Blickrichtung beispiels-
weise genau umgekehrt, so dass sich der Drehsinn umkehrt. Folgende durch ihren
Jones-Vektor beschriebene markante Polarisationszustédnde sind von besonderem
Interesse:

3Es wird die Eulersche Formel e/® = cos(a) + jsin(a) verwendet.
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linear in z-Richtung polarisiert: E = E, (é)

linear in y-Richtung polarisiert: E = £, <(1]>

zirkular rechtsdrehend polarisiert: Ey, eilt Ey, vor, E = Ly (—1J>

zirkular linksdrehend polarisiert: E, cilt Ey, vor, E = % <_1‘]>
Bei linearer Polarisation entartet die Polarisationsellipse zu einer Linie und bei
zirkularer Polarisation ist die Polarisationsellipse ein Kreis.

Jede beliebig polarisierte ebene homogene Welle kann man eineindeutig als
gewichtete Uberlagerung zweier orthogonal polarisierter Basiswellen darstellen.
Als derartige Polarisationsbasen kommen beispielsweise linear horizontal und li-
near vertikal oder zirkular rechtsdrehend und zirkular linksdrehend polarisierte
ebene homogene Wellen in Frage. Dies wird in Richtfunksystemen und Satelliten-
kommunikationssystemen ausgenutzt, um unter Verwenden der beiden orthogonal
polarisierten Basiswellen unabhingige Informationen zu iibertragen.

Aufgabe 2.5 Eine ebene homogene Welle mit dem Jones-Vektor

(14§05,
b= <1 —j0,5> vm

breite sich in positive z-Richtung aus. Zeichnen Sie die Polarisationsellipse!
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Kapitel 3.

Wellenleiter

3.1. Hohlleiter

3.1.1. Aufbau von Hohlleitern

Hohlleiter, wie der in Abbildung 3.1 gezeigte Rechteckhohlleiter, sind mit einem
homogenen Dielektrikum, wie zum Beispiel Luft, gefiillte rohrférmige Wellenleiter
konstanten Querschnitts aus ndherungsweise ideal elektrisch leitendem Material.
Es handelt sich um Einleitersysteme.

Abbildung 3.1.: Rechteckhohlleiter WR, 137 mit Verbindungsflansch CMR 137.
Breite a = 34,85 mm und Hohe b = 15,80 mm. Frequenzbereich
5,85 GHz — 8,20 GHz

Im Folgenden werden nur die mathematisch einfach zu handhabenden Recht-
eckhohlleiter betrachtet. Dies ist keine wesentliche Einschrankung, da auch bei
Hohlleitern anderen Querschnitts wie Rundhohlleitern keine fundamental anders-
artigen Effekte auftreten. Abbildung 3.2 zeigt das verwendete Koordinatensystem.
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Die Léangsachse des Hohlleiters, in deren Richtung sich die elektromagnetische
Welle ausbreitet, entspricht der z-Richtung. Die Breite des Hohlleiters wird mit
a, die Hohe mit b bezeichnet. Das Koordinatensystem wird Im Folgenden so ge-
wahlt, dass a > b gilt.

\ 4
&

Abbildung 3.2.: Rechteckhohlleiter

3.1.2. Transversalelektrische Wellen in Hohlleitern

Zunéchst werden transversalelektrische Wellen, das heifit elektromagnetische Wel-
len, deren elektrische Feldstarke E keine Longitudinalkomponente £, hat, unter-
sucht. Abbildung 3.3 zeigt ein Beispiel einer transversalelektrischen Welle. Es wird
eine die z-Komponente der Helmholtz-Gleichung (2.4) und die Randbedingungen

H 2
04, :_J‘&EY:O firr=0und z =a
Ox Wit
und S )
——2 =j<E =0 firy=0undy=0»,
dy Wit

siehe (2.20), (2.21) und (1.67), erfiillende Longitudinalkomponente H, der ma-
gnetischen Feldstarke H gesucht.
Es wird der Ansatz

H,=H, Cos(mﬂx) cos(%) e Fipz (3.1)
a

H,

Z
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Abbildung 3.3.: Sich in positive z-Richtung ausbreitende TE; o-Welle

fiir die Longitudinalkomponente der magnetischen Feldstérke H verwendet, der
die Randbedingungen erfiillt, falls m und n ganzzahlig sind. Die zu den ganzzah-
ligen Parametern m und n gehorenden transversalelektrischen Wellen bezeichnet
man als TE,, ,-Wellen. m oder n muss von Null verschieden sein. Einsetzen der

Longitudinalkomponente H, der magnetischen Feldstarke H o bei z =0 in die z-
Komponente der zweidimensionalen Helmholtz-Gleichung (2.10) ergibt mit (2.9)

2
o (2 o) (1)
a a
2
) ()5
b a b
+ ﬁfﬂo cos(mmv> COS<@> .
a

Die kritische Phasenkonstante ergibt sich zu

mm 2 nm 2
= — — . 3.2
g \/( a ) + ( b ) (3:2)
Die Transversalkomponenten der Feldstéirken einer sich in positive (negative) z-

Richtung ausbreitenden transversalelektrischen Welle berechnet man mit (2.20),
(2.21), (2.22) und (2.23) aus den Longitudinalkomponenten A, und E, = 0 der
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Feldstarken:

I wpuoH,  wpHynm <
= —j— = — CoS
w,u&H wuHymm <

sin

) < )quJBZ (3.3)
e s

_152 or U@ a

i () v
H H .
H, =] %86 2 = 4] BBQOTZT Cos<m;m) sin<%) eFihz, (3.6)

Im Allgemeinen ist nur das elektrische Feld transversalelektrischer Wellen iiber-
sichtlich darstellbar, da es hier ausreicht, die elektrische Feldstarke in einer Quer-
schnittsebene zweidimensional darzustellen, siehe Abbildung 3.4.

m=20 m=1 m =2

A BT
R e — O]
N [~ T

Abbildung 3.4.: Elektrische Felder transversalelektrischer Wellen

Aufgabe 3.1 Berechnen Sie die kritischen Kreisfrequenzen we ., der TE,, -
Wellen eines luftgefiillten Hohlleiters der Breite a = 50 mm und der Hohe b =
30 mm fiir m, n < 2! Berechnen Sie weiterhin fiir eine sich auf diesem Hohlleiter
ausbreitende transversalelektrische Welle der Kreisfrequenz w = 2 - 101%™ die
Phasengeschwindigkeit vy, die Gruppengeschwindigkeit v, und die Wellenlinge X!
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3.1. Hohlleiter

Aufgabe 3.2 Berechnen Sie auf den Hohlleiterwdinden jeweils die elektrische
Flichenladungsdichte P GUS der elektrischen Feldstarke E und die elektrische

Flachenstromdichte ip aus der magnetischen Feldstdrke E, wenn sich im Hohl-
leiter eine TE,, .- Welle ausbreitet! Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis mit Hilfe der Kon-
tinuitdtsgleichung (1.42)!

3.1.3. Transversalmagnetische Wellen in Hohlleitern

Nun werden transversalmagnetische Wellen, das heifit elektromagnetische Wellen,
deren magnetische Feldstarke H keine Longitudinalkomponente H, hat, unter-
sucht. Hier wihlt man den Ansatz

L, =FE, Sin<m7m> sin(%) eFipz (3.7)
a

EOZ

fiir die Longitudinalkomponente der elektrischen Feldstarke E. Der Ansatz erfiillt
die Randbedingungen

E,=0 firr=0undz=a

und
E,=0 firy=0undy=25,

vergleiche (1.67), falls m und n ganzzahlig sind. Die zu den ganzzahligen Para-
metern m und n gehorenden transversalmagnetischen Wellen bezeichnet man als
TM,,, ,-Wellen. Im Gegensatz zu transversalelektrischen Wellen, bei denen nur m
oder n von Null verschieden sein muss, miissen bei transversalmagnetischen Wel-
len m und n von Null verschieden sein. Einsetzen der Longitudinalkomponente
L, der elektrischen Feldstarke Eo bei z = 0 in die z-Komponente der zweidimen-
sionalen Helmholtz-Gleichung (2.11) ergibt mit (2.9)

2
0=-L, (m) sin<m7m) sin<nzy)
a a

2
- E, (E) Sm(mmc) sin(@)
b a b
+ BSEO sin<m7m) sin<n—7bry) .

Die kritische Phasenkonstante ergibt sich wie bei den transversalelektrischen Wel-

len, siehe (3.2), zu
() () @
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Die Transversalkomponenten der Feldstéarken einer sich in positive (negative) z-
Richtung ausbreitenden transversalmagnetischen Welle berechnet man mit (2.20),
(2.21), (2.22) und (2.23) aus den Longitudinalkomponenten £, und H, = 0 der
Feldstarken:

E, = ;%%% — T %Ego% sm<m§x> cos,(”—zg/) eFifz, (3.10)
H, = — j;—;aagz = —jwéfo? cos(m;m) sin(nﬁ:y) eFihz (3.12)

Im Allgemeinen ist nur das magnetische Feld transversalmagnetischer Wellen
iibersichtlich darstellbar, da es hier ausreicht, die magnetische Feldstérke in einer
Querschnittsebene zweidimensional darzustellen, siehe Abbildung 3.5.

m=2

Abbildung 3.5.: Magnetische Felder transversalmagnetischer Wellen

3.2. Zweileitersysteme

3.2.1. Aufbau von Zweileitersystemen

Im Folgenden werden Zweileitersysteme mit konstantem Querschnitt und homo-
genem Dielektrikum betrachtet. Das Koordinatensystem wird so gewéhlt, dass
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3.2. Zweileitersysteme

die der Ausbreitungsrichtung entsprechende Léngsachse des Zweileitersystems der
z-Achse entspricht, siehe Abbildung 3.6. Im Folgenden werden transversalelek-
tromagnetische Wellen naher untersucht. Bei hoheren Kreisfrequenzen sind aber
moglicherweise auch andere Moden ausbreitungsfiahig.

Y

A

z

Abbildung 3.6.: Koaxiales Zweileitersystem

3.2.2. Transversalelektromagnetische Wellen auf
Zweileitersystemen

3.2.2.1. Feldstarken

Es wird der Ansatz .
E = —U,grad(¢) e77* (3.13)
—_———

—

£,

fir die elektrische Feldstarke einer sich in positive (negative) z-Richtung ausbrei-
tenden transversalelektromagnetischen Welle verwendet. ¢ ist das auf die Span-
nung zwischen den Leitern normierte elektrostatische Potential. Da die Tangen-
tialkomponenten des elektrostatischen Feldes an den Leiteroberflichen Null sind,
erfilllt der Ansatz die (1.67) entsprechenden Randbedingungen.

Das elektrostatische Feld ist wirbelfrei, siche (3.14). Im ladungsfreien Dielek-
trikum p_= 0 ist das elektrostatische Feld zudem gemé$ (1.35) und (1.48) auch
quellenfrel das heifit es ist Losung der Laplace-Gleichung

div(grad(¢)) = A¢p = 0.
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Einsetzen der elektrischen Feldstarke Eo bei z = 0 in die zweidimensionale
Helmholtz-Gleichung (2.11) ergibt mit (2.2), (2.6) und (2.9)

0=-— QoAxy (grad(¢)) — Qoﬁg grad(¢)
= — UpA (grad(¢)) — U2 grad(¢)
= — Uy grad(div(grad(¢))) + Uy rot(rot(grad(¢))) — UySZ grad(¢)
= — U382 grad(o) .

Der Ansatz ist folglich eine Losung der zweidimensionalen Helmholtz-Gleichung,
falls fiir die kritische Phasenkonstante S. = 0 gilt. Die so gefundene elektrische
Feldstirke E hat keine Longitudinalkomponente EZ. Mit Hilfe der z-Komponente
(1.28) des Induktionsgesetzes, (1.52) und (2.1) findet man, dass auch die Longi-
tudinalkomponente

1 [ 0%¢ D¢ ,
H = —iU.— _ 27 ) &TFiBe
= ‘]Qowu <8x8y 03/8:6) ¢ 0

der magnetischen Feldstéarke H verschwindet. Es handelt sich folglich um ei-
ne transversalelektromagnetische Welle. Es gelten die allgemeinen Eigenschaften
transversalelektromagnetischer Wellen, siehe Abschnitt 2.2.3.

In einem Hohlleiter, das heifit einen Einleitersystem, kann keine derartige trans-
versalelektromagnetische Welle existieren. Das elektrostatische Potential ¢ muss
auf der gesamten leitenden Berandung des Einleitersystems konstant sein und
somit ist das elektrostatische Potential ¢ auf einem Einleitersystem insgesamt
konstant. Die elektrische Feldstarke E ist dann Null.

Aufgabe 3.3 Zeigen Sie unter Verwenden kartesischer Koordinaten, dass fir al-
le Skalarfelder ¢
rot(grad(¢)) =0 (3.14)

gilt!

Aufgabe 3.4 Zeigen Sie, dass fiir den skalaren Laplace-Operator in kartesischen

Koordinaten o o o

_ 2o 2o P
ox?  Oy? 022

A¢ = div(grad(¢)) (3.15)

gilt!
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3.2. Zweileitersysteme

3.2.2.2. Spannung

Fiir eine in der Querschnittsebene im Dielektrikum mit verschwindender magne-
tischer Stromdichte M liegende Fliache A folgt mit H, = 0 aus dem Induktions-
gesetz (1.23) und (1.52)

~ PUE. i = o [[[(F.dA) = jup ([ H,dA=0.
DA i i

Die elektrische Feldstarke E ist bei transversalelektromagnetischen Wellen in der
Querschnittsebene wirbelfrei. Man kann daher in einer Querschnittsebene eine
Spannung U zwischen den beiden Leitern definieren, die vom Integrationsweg
unabhéngig ist. In einer Querschnittsebene gilt unter Verwenden von (3.13) mit
einem beliebigen Integrationsweg zwischen den Leitern

U = [(E.dr) = ™% [{E,, dn), (3.16)

T

Yy

sieche Abbildung 3.7. Fiir eine sich in positive (negative) z-Richtung ausbreitende
transversalelektromagnetische Welle gilt daher

U=Ujet’. (3.17)

Abbildung 3.7.: Zur Definition der Spannung U

3.2.2.3. Strom

Fiir eine in der Querschnittsebene im Dielektrikum mit verschwindender elektri-
scher Stromdichte J liegende, das heifit keinen Leiter beinhaltende, Fliache A folgt
mit £, = 0 aus dem Durchflutungsgesetz (1.12) unter Verwenden von (1.48)

P(H, ds) = jwe [[(E, dA) = jwe [[ B,dA =0,

0A
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Die magnetische Feldstarke H ist bei transversalelektromagnetischen Wellen in
der Querschnittsebene innerhalb des Dielektrikums wirbelfrei. Man kann daher
in einer Querschnittsebene einen Strom I durch einen der Leiter definieren, der
vom Integrationsweg unabhéngig ist. In der Querschnittsebene gilt mit einem
beliebigen Integrationsweg um einen der Leiter herum

I— 95@ d8) = eWzgS@O, ds) . (3.18)
S S
L,
dr, ds und die positive z-Richtung sollen hierbei ein Rechtssystem bilden, siehe
Abbildung 3.7 und Abbildung 3.8. Fiir eine sich in positive (negative) z-Richtung

ausbreitende transversalelektromagnetische Welle gilt

I=1,e™%, (3.19)

ds

Abbildung 3.8.: Zur Definition des Stroms [

3.2.2.4. Wellenwiderstand

Das Verhéltnis aus Spannung U und Strom [ ist eine vom Ort z unabhéngige,
als Wellenwiderstand Z;, bezeichnete und fiir das Zweileitersystem charakteris-
tische Konstante. Fiir eine sich in positive (negative) z-Richtung ausbreitende
transversalelektromagnetische Welle gilt

u U,

-1, L, (3.20)
siehe (3.17) und (3.19). Wegen der aus der Proportionalitéit der Feldstarken einer
transversalelektromagnetischen Welle, siehe (2.27) und (2.28), folgenden Gleich-
phasigkeit (Gegenphasigkeit) von Spannung U und Strom [ ist der Wellenwider-
stand Zj, reell und positiv.
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3.2. Zweileitersysteme

3.2.2.5. Ersatzschaltbild

Fiir die Ableitung der Spannung U einer sich in positive (negative) z-Richtung
ausbreitenden transversalelektromagnetischen Welle nach z gilt mit (3.17), (3.20)
und (2.24)

ou . . .
8—_ = FjpU = =711 = —jw \JeuZy, L. (3.21)
z ——
L/
Der Induktivitatsbelag
L' = \/[euzy, (3.22)

hat die Einheit Hm™!.

Fir die Ableitung des Stroms I einer sich in positive (negative) z-Richtung
ausbreitenden transversalelektromagnetischen Welle nach z gilt mit (3.19), (3.20)
und (2.24)

ol 1 1
= =Tipl = —if—U = —j —U. 3.23
o, = TPL=-ifo U= —jw e U (3.23)
————
C/
Der Kapazitéitsbelag
1
C' = \/epn— (3.24)
Z,

hat die Einheit Fm~!.
Der Wellenwiderstand (3.20) ergibt sich zu

L R \/?
YU e O C (3:25)

Mit (2.45), (2.46) und (2.48) folgt unter Beriicksichtigen von B, = 0 fir die
Phasengeschwindigkeit und die Gruppengeschwindigkeit
1
Vp = Vg = W (326)
Die Gleichungen (3.21) und (3.23) bilden ein als Leitungsgleichungen bezeich-
netes Differentialgleichungssystem, mit dem man Spannung U und Strom [ be-
stimmen kann. Nochmaliges Ableiten von (3.21) nach z und Einsetzen von (3.23)
ergibt mit (2.24)

0*U . ol
g~ Ve, = Wl =~ (3.27)
Dual erhélt man
0*1 9
. —B1. (3.28)
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Man hétte diese Differentialgleichungen auch direkt aus dem Ersatzschaltbild in
Abbildung 3.9 ablesen konnen. Der hier verfolgte feldtheoretische Ansatz liefert
jedoch zusétzlich die Erkenntnis, dass Induktivitatsbelag L’ und Kapazitatsbelag
C’ bei Zweileitersystemen mit homogenem Dielektrikum wegen

L'C'=eu (3.29)
abhéngige Groflen sind.
I(z) L'de I(z+dz)
o—1lR _L >—O
U(z) C'dz U(z+dz)

: T3

Abbildung 3.9.: Ersatzschaltbild eines kurzen Stiicks der Lange dz eines Zweilei-
tersystems

3.2.2.6. Leistung

Die transportierte Leistung P lésst sich gemafl (1.81) mit Hilfe des komplexen
Poynting-Vektors S durch Integration iiber eine Querschnittsfliche berechnen.
Fiir das Flachenelement gilt

dA = dr' x ds,
wobei wie in Abbildung 3.10 gezeigt der Integrationsweg dr entlang der elektri-

schen Feldlinien verlaufe und der Integrationsweg ds entlang der magnetischen
Feldlinien verlaufe. Mit (1.80), (1.81), (3.16) und (3.18) folgt'

p— HRe( ExH) dF x d3)
_Re(ﬂ (B, dr(H", d3) — <ﬁ*,dﬁ<§,d§>))

=Re (5 !(E, d) Sj@*’ d§>)
wfier)

— — - -

IEs wird die Lagrange-Identitét (@ x b, & x d) = (@, &) (b, d) — (@, d}(b, &) verwendet.

(3.30)
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3.2. Zweileitersysteme

Abbildung 3.10.: Infinitesimales Flachenelement dA = dF x d5 in der Quer-
schnittsebene

3.2.3. Beispiele von Zweileitersystemen
3.2.3.1. Bandleitung

Die Breite a der Leiter der in Abbildung 3.11 gezeigten Bandleitung sei viel grofler
als der Abstand b, so dass Streufelder vernachlassigbar sind.

Das normierte Potential des elektrostatischen Feldes des Plattenkondensators
ist

_y
(b - b .
Mit (3.13) und (2.1) folgt die elektrische Feldstérke
- 1 _.
E = -Uyy e PP i, (3.31)
und mit (2.28) erhélt man schliefllich die magnetische Feldstérke
i = +U, = 7% (3.32)
L4 0 ZFb X

einer sich in positive (negative) z-Richtung ausbreitenden transversalelektroma-
gnetischen Welle auf der Bandleitung.
Die Kapazitéit eines Plattenkondensators der Lange [ ist

cal
C= -

Damit folgen der Kapazititsbelag

C':% ea

= (3.33)
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Yy
A
. | - 1 7<k4>
o | L LT
Y “V- vy > T - i
>

z

Abbildung 3.11.: Bandleitung mit einer sich in positive z-Richtung ausbreitenden
transversalelektromagnetischen Welle

unter Verwenden von (3.29) der Induktivitatsbelag

b
=" 3.34
! (3.34)

und mit (3.25) und (2.25) der Wellenwiderstand

b b
7 = \/g— s (3.35)

a a

3.2.3.2. Koaxialleitung

Bei der in Abbildung 3.12 gezeigten Koaxialleitung handelt es sich um einen kreis-
zylindrischen aus Innenleiter, Dielektrikum und Auflenleiter bestehenden Wellen-
leiter.

Die Kapazitat eines Zylinderkondensators der Lange [ ist

o= 2mel
ln(%)
Damit folgen der Kapazitatsbelag
C 2
=== e (3.36)
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\ 4
&

e,
/

z

Abbildung 3.12.: Koaxialleitung

unter Verwenden von (3.29) der Induktivitatsbelag

_ pin(3)
27

L (3.37)

und mit (3.25) und (2.25) der Wellenwiderstand

1 [ D 1 D
Zy,=—y/—In(—= ) =—ZpIn(— ). .
Moo 8n<d) 27 Fn(d) (3:38)

In der Hochfrequenztechnik verwendet man tiblicherweise Koaxialleitungen mit
einem einheitlichen Wellenwiderstand von Zi, = 50 (2.

3.2.3.3. Planare Wellenleiter

Die in Abbildung 3.13 gezeigten planaren Wellenleiter konnen beispielsweise in
Leiterplattentechnologie aufwandsgiinstig gefertigt werden. Die technischen Her-
ausforderungen bestehen neben den haufig ungiinstigen Eigenschaften der verwen-
deten Dielektrika insbesondere darin, dass viele dieser Wellenleiter inhomogene
Dielektrika haben. Von den in Abbildung 3.13 gezeigten Beispielen planarer Wel-
lenleiter hat nur die Streifenleitung ein homogenes Dielektrikum. Die Streifenlei-
tung ist allerdings nur in Mehrlagentechnik zu fertigen. Bei den iibrigen einfacher
zu fertigenden planaren Wellenleitern besteht das felderfiillte Dielektrikum aus
dem Substrat und aus Luft. Die sich auf einem derartigen planaren Wellenleiter
mit inhomogenem Dielektrikum ausbreitenden elektromagnetischen Wellen sind
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keine transversalelektromagnetischen Wellen. Héufig handelt es sich jedoch in hin-
reichend guter Ndherung um transversalelektromagnetischen Wellen. Man spricht
dann von quasi-transversalelektromagnetischen Wellen.

| Substrat.

(a) Mikrostreifenleitung

\/ 7

R\\X\\x\\\

b) Streifenleitung

| Substrat

(c¢) Koplanare Leitung

Abbildung 3.13.: Planare Wellenleiter

3.3. Transversalelektromagnetische Wellen auf
Mehrleitersystemen

3.3.1. Allgemeine Mehrleitersysteme

Es werden Mehrleitersysteme mit konstantem Querschnitt und homogenem Di-
elektrikum betrachtet, sieche Abbildung 3.14. Einer der Leiter wird als Bezugsleiter
ausgewahlt und im Folgenden als Masse bezeichnet. Es verbleiben N > 1 weitere
Leiter, wobei der Spezialfall N = 1 den in Abschnitt 3.2 besprochenen Zweilei-
tersystemen entspricht. Das Koordinatensystem wird wieder so gewéhlt, dass die
der Ausbreitungsrichtung entsprechende Léangsachse des Mehrleitersystems der
z-Achse entspricht.
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>
>

Leiter 1

Leiter 2

5 > T
| Bezugsleiter, gse |/

z

Abbildung 3.14.: Dreileitersystem

Im Folgenden werden nur transversalelektromagnetische Wellen ndher unter-
sucht. Eine die Helmholtz-Gleichung (2.5) und die Randbedingungen erfillende
elektrische Feldstérke E einer sich in positive (negative) z-Richtung ausbreiten-
den transversalelektromagnetischen Welle findet man wieder ausgehend von ei-
nem normierten elektrostatischen Potential ¢. Der Nachweis erfolgt genau so wie
in Abschnitt 3.2.2.1. Der wesentliche Unterschied zu Zweileitersystemen besteht
darin, dass das normierte elektrostatische Potential ¢ und damit die Struktur des
elektrostatischen Feldes auf Mehrleitersystemen nicht eindeutig ist. Abhangig von
der Ladungsverteilung auf den Leitern ergeben sich elektrostatische Felder unter-
schiedlicher Struktur. Es bestehen N Freiheitsgrade und man kann folglich jedes
elektrostatische Potential —U,¢ auf dem Mehrleitersystem als Linearkombination
von N linear unabhéngigen, aber ansonsten beliebigen, normierten elektrostati-
schen Potentialen ¢™, n = 1...N, darstellen. Fiir die elektrische Feldstarke
einer sich in positive (negative) z-Richtung ausbreitenden transversalelektroma-
gnetischen Welle folgt in Verallgemeinerung von (3.13)

N
E =3 ~Uf" grad(¢) e¥%. (3.39)
n=1

E(n)

Auf dem Mehrleitersystem sind also N verschiedene transversalelektromagneti-
sche Moden gleichzeitig ausbreitungsfihig. Phasenkonstante 3, Phasengeschwin-
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digkeit v, und Gruppengeschwindigkeit v, aller transversalelektromagnetischen
Moden auf Mehrleitersystemen mit homogenem Dielektrikum sind gleich.

Analog zur Vorgehensweise bei Zweileitersystemen in den Abschnitten 3.2.2.2
und 3.2.2.3 kann man bei Mehrleitersystemen die Spannung

U, = Uy, ™7 (3.40)
zwischen Leiter n und Masse und den Strom
L, = Iy, e (3.41)

durch Leiter n definieren. Man definiert den Spannungsvektor

U,
U=| : (3.42)
Un
und den Stromvektor
I
I=1:1. (3.43)
Iy

Aufgrund der Linearitét gilt mit einer geeignet gewéahlten reellen Wellenwider-
standsmatrix
Ziin vt ZuiN

7y, = (3.44)

Zing r ZLNN

fiir eine sich in positive (negative) z-Richtung ausbreitende transversalelektroma-
gnetische Welle
U=4+47; -1, (3.45)

vergleiche Abschnitt 3.2.2.4. Aufgrund der Reziprozitat des Mehrleitersystems ist
die Wellenwiderstandsmatrix Zy, symmetrisch.? Ableiten der Spannungen U nach
z ergibt mit (2.24) die Verallgemeinerung

ou ) . .
8—_ = FjBU = —iBZy, -1 = —jw \/epZy, -1 (3.46)
z ~——
L/

2Das Mehrleitersystem kann man als Mehrtor auffassen und die Impedanzmatrix Z eines re-
ziproken Mehrtors ist wie auch dessen Streumatrix S symmetrisch, siche Aufgabe 9.2.
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der Leitungsgleichung (3.21). Die Induktivitatsbelagsmatrix

L'y - Lhy
L'=| : = \/EuZy, (3.47)

/ /
L'ni -+ L'yn

ist wie die Wellenwiderstandsmatrix Zp, reell und symmetrisch.

Die inverse Wellenwiderstandsmatrix Z;' ist reell und symmetrisch, da die
Inverse einer reellen symmetrischen Matrix wieder eine reelle symmetrische Matrix
ist. Es gilt

I=47"' U. (3.48)
Ableiten der Strome I nach z ergibt mit (2.24) die Verallgemeinerung
o1 . N . _
o = FBU = 82" U= —jw iz U, (3.49)
z ——
C/
der Leitungsgleichung (3.23). Die Influenzbelagskoeffizientenmatrix
0/1,1 s CII,N
c=1: D | = ezt (3.50)
C/N,l s C/N,N

ist wie die Wellenwiderstandsmatrix Zp, reell und symmetrisch. Sie enthélt die
Influenzbelagskoeffizienten ¢y, ., = ¢ n.

Fiir ein kurzes Stiick eines Dreileitersystems erhalt man das in Abbildung 3.15
gezeigte Ersatzschaltbild mit den folgenden Kapazitiatsbeldgen:

C'o =11+ i, (3.51)
C'o0 =Ca2+ 1, (3.52)
C'a=—C1p. (3.53)

Mit der Einheitsmatrix E gilt weiterhin
L' - C' =cuE, (3.54)

was eine Verallgemeinerung der Zusammenhénge (3.29) beim Zweileitersystem
darstellt. Induktivitdtsbelagsmatrix L’ und Influenzbelagskoeffizientenmatrix C’
sind bei Mehrleitersystemen mit homogenem Dielektrikum abhangige Groflen.
Speziell fir Dreileitersysteme gilt

C — (Clm 0/1,2> _ s,uL’*l _ Ep ( L/2,2 —L/1,2> . (3.55)

/ / 9 / /
C12 Co22 L'y Lg9 — [/172 —L'o L'y,
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S
Abbildung 3.15.: Ersatzschaltbild eines kurzen Stiicks der Lénge dz eines Dreilei-
tersystems
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Nochmaliges Ableiten von (3.46) nach z und Einsetzen von (3.49) ergibt mit
(2.24)

*U . ol
g2 ~ IR, = el =~ (3.56)
Dual erhalt man
0’1 2
. — %1 (3.57)

3.3.2. Symmetrische Dreileitersysteme

Symmetrisch zur Masse aufgebaute Dreileitersysteme zum Verbinden elektroni-
scher Komponenten sind von besonderer technischer Bedeutung. Einerseits kann
man die Einkopplung von Storsignalen durch Verwenden differentieller Signale
reduzieren. Andererseits ist es haufig vorteilhaft, elektronische Schaltungen sym-
metrisch zur Masse aufzubauen. Man erhélt dann zwangslaufig massesymmetri-
sche differentielle Eingénge und Ausgénge. Abbildung 3.16 zeigt zwei Beispiele
symmetrisch aufgebauter Dreileitersysteme.

I
I
I
I
I
I
(a) Allgemeines symmetrisches Dreileiter- (b) Massegekoppeltes symmetrisches Dreileiter-
system system
Abbildung 3.16.: Symmetrische Dreileitersysteme
Der symmetrische Aufbau bewirkt insbesondere, dass die Induktivitatsbelage
L'=L1,=1L

und die Influenzbelagskoeffizienten

/ / /
C =C11=C22
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fir beide Leiter gleich sind. Mit (3.47) folgt
Zii1 = Ziag2-
Der Grad der Kopplung wird durch den Kopplungsfaktor

Z LI /
_fu2 _ baia _C12 (3.58)
ZL171 L c

beschrieben. Fiir die Umformungen wurden (3.47) und (3.55) verwendet. Insbe-
sondere sind die induktiven und die kapazitiven Kopplungen gleich.

Ein eleganter Ansatz besteht darin, Eigenvektoren der Wellenwiderstandsma-
trix Z als Moden zu verwenden. Speziell bei symmetrischen Dreileitersystemen
sind die Eigenvektoren alleine durch die Struktur der Matrizen gegeben. Es gel-

ten
Ziag Zia2 ) o) U
+ <ZL172 ZL1,1> . <—l(_) =+ (211 = Zuz) —1) =+ AR
—_——— —_————

Zy, 1) 1) u
und
Zuig Zug\ (I I U
+ ' “ - =4 (7 7 =4 .
<ZL1,2 ZL1,1> (l(+) (Zrai+ Zuaz) I U
VAS 1+ 1+ U

Das heifit die Gegentaktwelle und die Gleichtaktwelle sind solche Eigenvektoren
entsprechenden Moden. Die Stromvektoren l(’) und 1(” sind die Eigenvektoren
der Wellenwiderstandsmatrix Z;,. Der Wellenwiderstand

U-)

- _ L=  _ _
ZL ==+ [(,) — ZLl,l ZL1,2

:LI:L/LQ . \EMU

\EM c — C/LQ

e PR A O )]
\Ne—cia \Ncd(1+k)
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3.3. Transversalelektromagnetische Wellen auf Mehrleitersystemen

der Gegentaktwelle und der Wellenwiderstand

U
zi" =+ Gk Ziig+ Ziage
:L,+L,12 _ VEU
c —|—C/12
L’+L’12 "(1+k)
c +012 1—]{3

der Gleichtaktwelle sind die zugehorigen Eigenwerte. Fiir die Umformungen wur-

den (3.47), (3.55) und (3.58) verwendet. Weiterhin sind die Spannungsvektoren

U und UMW) die Eigenvektoren der inversen Wellenwiderstandsmatrix Z; L
Man definiert den Wellenwiderstand

- L'(1—k) L'(+k [I
Zy =\ 2z z0 = ¢ : == .
b Lo d(1+k) ¢(1—k) c’ (3:59)

Damit folgt fiir den Wellenwiderstand der Gegentaktwelle

. 1—k
AR T (3.60)

und fur den Wellenwiderstand der Gleichtaktwelle

1+ k
70 = 74— 3.61
L L 11—k ( )
Jede sich auf einem symmetrischen Dreileitersystem ausbreitende transversal-
elektromagnetische Welle kann man in eine Gegentaktwelle und eine Gleichtakt-
welle zerlegen, siehe Abbildung 3.17.
Die Spannungen

U, =0 4+u® (3.62)

und
Uy=-U9+u™ (3.63)

der Leiter ergeben sich durch Uberlagern der Gegentaktspannung U™ und der
Gleichtaktspannung U™). Es folgen

po -l

5 (3.64)
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1,
¢ = O
Ql ZL; k
——eeee= 0 — -
o
C — O
I,
l(*)
q = O
Q(—)l Zﬁ_)
—_——eeee = D —
N
) :
. =TT S
_ l(*)
l(+)
( — O
Q(Jr) l Z£+)
— — e _______________ ( — —
N
U :
. =TT S
l(+)

Abbildung 3.17.: Zerlegung eines symmetrischen Dreileitersystems in ein Gegen-
taktsystem und ein Gleichtaktsystem. Die gestrichelt gezeich-
neten Hélften brauchen aus Symmetriegriinden nicht weiter be-
trachtet zu werden
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3.3. Transversalelektromagnetische Wellen auf Mehrleitersystemen

und 0.+ U

U - 2 ; =2 (3.65)
Die Strome

I =10+ 1 (3.66)
und

I, =—10 1 (3.67)

der Leiter ergeben sich durch Uberlagern des Gegentaktstroms ™) und des
Gleichtaktstroms 1 ), Es folgen

I, -1
10 == 5 = (3.68)
und I
I = % (3.69)

Fir die transportierte Leistung erhélt man aufgrund der Orthogonalitit von
Gegentaktwelle und Gleichtaktwelle

P =1 Re(UI3) + 3 Re(Ua3)
:% Re((UC) +UM) (10 + 1))

+ 5 Re((~UO +U) (10 + 1Y) (3.70)

—Re (Q(_)l(_) ) + Re(U(+ S )

Gegentaktwelle Gleichtaktwelle

vergleiche (3.30). Man beachte den Wegfall des Faktors 1/2 beim Berechnen
der transportierten Leistung aus den Gegentaktgrofien und den Gleichtaktgro-
Ben der daraus resultiert, dass Spannungen und Strome der Gegentaktwelle und
der Gleichtaktwelle jeweils nur die Spannung beziehungsweise den Strom eines
einzigen Leiters berticksichtigen.

Eine Sonderstellung nehmen die massegekoppelten symmetrischen Dreileiter-

systeme mit
LILQ - 0

und
CI172 =0

ein, sieche Abbildung 3.16b. Mit (3.58) folgt fir den Kopplungsfaktor
k=0 (3.71)
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und folglich sind der Wellenwiderstand (3.60) der Gegentaktwelle und der Wel-
lenwiderstand (3.61) der Gleichtaktwelle gleich:

AR ASIEY /S (3.72)
Aufgabe 3.5 Es wird ein aus drei gleichartigen Leitern in gleicher relativer An-

ordnung bestehendes Dreileitersystem betrachtet, sieche Abbildung 5.18. Zeigen sie,
dass fiir den Kopplungsfaktor

1
[ .
5 (3.73)

gilt!

Leiter 1 Leiter 2

Abbildung 3.18.: Aus drei gleichartigen Leitern in gleicher relativer Anordnung
bestehendes Dreileitersystem
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Antennentheorie

4.1. Vektorpotential

Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist es, das von der elektrischen Stromdichte
J einer Antenne in ein homogenes Dielektrikum abgestrahlte elektromagnetische
Feld zu berechnen. Die magnetische Stromdichte M sei hier Null.

Man definiert das magnetische Vektorpotential A als Losung der inhomogenen
Helmholtz-Gleichung

—

AA+ B A= —pl, (4.1)

wobei
B = wyEn (4.2)

die Phasenkonstante ist. Die elektrische Stromdichte i ist die Quelle des magne-
tischen Vektorpotentials A Bei Verwenden kartesischer Koordinaten zerfallt die
vektorielle inhomogene Helmholtz-Gleichung (4.1) des magnetischen Vektorpo-
tentials A in drei skalare inhomogene Helmholtz-Gleichungen

AAX + BZAX = - ”lxv (43)
AA, + B*A, = — pd,, :
AAZ =+ 62Az = ,uim (45>

siche (2.6) und (3.15), das heifit die Komponenten der elektrischen Stromdichte
J sind die Quellen der entsprechenden Komponenten des magnetischen Vektor-
potentials A. Im Folgenden wird gezeigt, dass man mittels

B = rot (A) (4.6)

aus dem magnetischen Vektorpotential A ein die Maxwellschen Gleichungen er-
fiillendes elektromagnetisches Feld erhalt.

Wegen (1.46) ist die aus dem magnetischen Vektorpotential A mit (4.6) be-
rechnete magnetische Flussdichte B wie im Fall verschwindender magnetischer
Ladungsdichte p_ von (1.40) gefordert stets quellenfrei.
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Mit dem Durchflutungsgesetz (1.17), (1.52) und (4.6) erhélt man die elektrische
Flussdichte

D = Jw—u rot(rot(g)) — —J

Mit (1.46) und (1.42) erhédlt man wie von (1.35) gefordert

div(B) = = div(rot(vot(4))) - = div(J) = o,

Schliefilich setzt man die aus der elektrischen Flussdichte é unter Verwenden
von (1.48), (2.2), (4.1) und (4.2) berechnete elektrische Feldstarke

_ 1 - 1 -
E :jW5M rot (rot (A)) - jw—sl

grad (div(4)) = ——Ad— L] (4.7)

~jwen

st,u grad(dlv (A)) — jwA
noch in das Induktionsgesetz (1.25) ein. Unter Verwenden von (3.14) und (4.6)
erhdlt man wie bei verschwindender magnetischer Stromdichte M vom Indukti-
onsgesetz (1.25) gefordert

L 1 L L ,
rot (E) = e rot(grad(dlv(A))) + jwrot (A) = jwB.

Im allgemeinen Fall, dass sowohl eine nichtverschwindende elektrische Strom-
dichte J als auch eine nichtverschwindende magnetische Stromdichte M vorhan-
den ist, kann man das elektromagnetische Feld aufgrund der Linearitat der Max-
wellschen Gleichungen als Uberlagerung des nur von der elektrischen Stromdichte
J abgestrahlten elektromagnetischen Feldes und des nur von der magnetischen
Stromdichte M abgestrahlten elektromagnetischen Feldes berechnen. Das Berech-
nen des von der magnetischen Stromdichte M abgestrahlten elektromagnetischen
Feldes erfolgt unter Ausnutzen der Dualitatsbeziehungen aus Tabelle 1.1 mit Hilfe
eines elektrischen Vektorpotentials.

4.2. Kugelkoordinaten

4.2.1. Koordinatentransformation

Bei der Analyse von Antennenproblemen interessiert hidufig nur das als Fernfeld
bezeichnete elektromagnetische Feld in grofler Entfernung von der Sendeantenne.
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4.2. Kugelkoordinaten

Von hier aus betrachtet erscheint die Antenne wie eine weit entfernte Punktquel-
le. Das Berechnen des Fernfeldes vereinfacht sich daher signifikant, wenn man
Kugelkoordinaten Radius 7, Poldistanzwinkel ¥ und Azimutwinkel ¢ als ein an
das Problem angepasstes Koordinatensystem verwendet, siehe Abbildung 4.1. Die
kartesischen Koordinaten x, y und z ergeben sich als Funktionen von Radius 7,
Poldistanzwinkel ¢ und Azimutwinkel ¢ wie folgt:

x =rsin(?¥) cos(p) , (4.8)
y =rsin(Y) sin(p) , (4.9)
z =rcos(V) . (4.10)

Abbildung 4.1.: Kugelkoordinaten

Die Koordinatenlinien sind die Orte, an denen alle Koordinaten bis auf eine
einzige ausgewahlte Koordinate konstante Werte annehmen. Da die Koordina-
tenlinien im Gegensatz zu kartesischen Koordinaten hier im Allgemeinen keine
Geraden sind, spricht man von krummlinigen Koordinaten. Man erhélt die Tan-
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gentialvektoren der Koordinatenlinien:
0 0 0
t :—xﬁx + —yﬁy + —zﬁz = sin(¥) cos(yp) Uy + sin() sin(p) @y + cos(V) iy,
0 0 0
i —yﬁy —zﬁz = 1 cos() cos(p) Uy + 7 cos(¥) sin(p) tdy — 7sin(d) u,,

-0 0
D iy + —yﬁy - %ﬁz = —rsin(V) sin(p) iy + rsin(J) cos(p) .

Man definiert die metrischen Grofien:

g =||t:|| = 1, (4.11)
g0 =t =7, (4.12)
Gp = H{“’H = rsin(v) . (4.13)

Durch Normieren der Tangentialvektoren erhalt man die Einheitsvektoren in Rich-
tung der Koordinatenlinien:

—

b , . . " L
Uy =— = sin(¥) cos(p) tx + sin(V) sin(p) ty, + cos(V) iy, (4.14)
gr
t
iy =2 = cos(¥) cos () ty + cos(V) sin(p) uy, — sin(V) U, (4.15)
99
t,
i, =—2 = —sin(0) sin(p) Uy + sin() cos(p) dy. (4.16)
9o

4.2.2. Integrationselemente

Im Folgenden werden zunéchst die allgemeinen Beziehungen hergeleitet und dann
in einem letzten Schritt die metrischen Groen g., gy und g, fir Kugelkoordinaten
gemaf (4.11), (4.12) und (4.13) eingesetzt. Fiir ein Linienelement erhélt man

A5 =t, dr +tydv + t, dp

=y gy dr + Uygy AU + Uyg, dp (4.17)
=1, Qﬁ/ +iiy r dY +u, rsin(V) de . (4.18)
dsy dsy ds,

Kugelkoordinaten sind orthogonale Koordinaten, das heifit die Einheitsvektoren

1 p=gq
0 p#gq

— —

sind orthonormal:
(), Uy) = {
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4.2. Kugelkoordinaten

Da die Kugelkoordinaten orthogonal sind, gilt
dsi? =(ds, ds)
=(Uy gy dr + Uy gy AV + U,g, dp, Urg, dr + Uygy AV + U,g, dp)
=g2dr? + g2dv* + gidgpQ (4.19)
=dr® + r2d¥* + r? sin*(9) dp”. (4.20)

Da die Einheitsvektoren iy, u, und u, = 1wy X i, orthogonal sind und ein
Rechtssystem bilden, gilt fiir das Flachenelement

dA, = (B ) x (£, dp) = (ygs V) x (if,g, dp)

=999, AV dpt, (4.21)
=r?sin(v) dv dei,. (4.22)
Analog erhélt man die iibrigen Fléachenelemente
dAy = g9, dr dpily = rsin(9) dr deiy (4.23)
und .
dA, = grgy dr dvi, = rdr ddi,. (4.24)

Mit dem Spatprodukt erhélt man schlieflich das Volumenelement

AV =(tdr, (B d9) x (£, dg)) = (g, dr, (ilagg ) X (ii,g, dp))
=G:999, dr dd dyp (4.25)
=r?sin(0) dr dv de. (4.26)

4.2.3. Vektoranalysis fiir krummlinige orthogonale Koordinaten
4.2.3.1. Gradient

Die Komponenten des Gradienten ergeben sich aus der Anderung des Skalarfeldes
¢ in die entsprechenden Richtungen. Fiir die r-Komponente gilt beispielsweise

. ?T+Q719790 —Qr—ﬂ,ﬁ,gp 1 0¢
()], - A E AR e
——

dsy

Zusammengefasst erhélt man

106, 100, 109,
grad () Tt T a (4.27)
o6 . 106 . 1 06
g m g — & 4.2
o T rae T 7 sin(9) &OUW (4.28)
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wobei in der letzten Zeile die metrischen Grofen g, gy und g, fiir Kugelkoordi-
naten gemafl (4.11), (4.12) und (4.13) eingesetzt wurden.

4.2.3.2. Divergenz

Eine Rechnung analog zu Abschnitt 1.2.3.2 ergibt fiir ein infinitesimales Volu-
menelement dV/

L d d dr
Sfﬁ@adfl) =2r<r+ T,0,¢>-9a<r+§,ﬁ,s@> gw<7“+ ﬁw)-dﬁ-dw

9dv
_Qr<r 7197§0> gﬁ( _7797§0> < —_ , )dﬂd@
dd dd dd
—i—Dﬁ(r,'&‘—l—?,g{J)-gr<r,19+7,<p>- <r19+ 2,@) ~dr - de
d dd d19
—Qﬁ<7”ﬂ9——790>‘9r<7“,19——,g0>-g < ,gp) dr-dep
2 2 2
de de de
+Q<p<r719790+7> r 7‘719, +7> <T 9 , 0+ 7) dr - dv

o y
de de
—an(nﬁ,cp—?)-gr<r,19,cp—7>-gg<r19@—7> dr - dv.

Dies in die Definition der Divergenz (1.31) eingesetzt ergibt mit dem Volumen-
element dV' geméaf (4.25)

f (D, d4)
R gdv
(D) =, lm_, 7989, dr A0 dy
dv
1 (0 9 9
— (D  (Dygegs) + ~ (Dvg: 1.2
G000 < o (Le9990) + 55 (D99:9e) + E (Dyg gﬁ)> (4.29)
10, 10 1 oD,
=g 7R+ s ORIt s, (190)

wobei in der letzten Zeile die metrischen Groflen gr, gy und g, fiir Kugelkoordi-
naten gemafl (4.11), (4.12) und (4.13) eingesetzt wurden.
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4.2.3.3. Rotation

Eine Rechnung analog zu Abschnitt 1.2.1.2 ergibt fiir ein infinitesimales Flachen-
element dA,

¢ <E,d§> :ﬂr<7“,’l9— ?,(p) -gr<’r‘,19— d—j,(p) - dr
0dA,

d d
+ﬂﬁ<r+§7ﬁ7¢> 'g19<7“+§,’l9,(,0> -dv

dd dv
_ﬂr<r7ﬁ+77gp> 'gr<r7ﬁ+77¢> ~dr

d d
—ﬂw<7“—§ﬂ9>§0> '919<T_§7197S0> -dv.

Dies in die Definition der Rotation (1.13) eingesetzt ergibt mit dem Flachenele-
ment dA, geméB (4.24) die ¢-Komponente der Rotation

) (;]SA (H,d3) 5 5
[I"Ot (ﬂ)}lp - drl(ilv}pao Gr gy dr do - GrG9 <E (ﬂﬁgﬂ) - % (ﬂrgr)> :
dA,

Die iibrigen Komponenten erhélt man auf analoge Art und Weise, so dass man
zusammengefasst das Endergebnis

rot<E) :g;g¢ (% (ﬂ@gga) — % (ﬂg%)) .
1 o 9 )
' 9:9¢ (% (Hyg:) = or <ﬂw9¢)> e

(5 (o) — 35 (L)) 5, (431)

grgy
B L9 /. 1 0Hy\ .
B <r sin(0) 90 (SIDW) ﬂ“’) ~ rsin(9) d¢ ) o
1 o0H, 10 _
i <r sin(d) dp  ror (rﬂ@) b

10 104, |
’ (?5 (riy) - ?a—v> %, (432

erhalt, wobei in der letzten Gleichung die metrischen Groflen g., gy und g, fir
Kugelkoordinaten geméaf (4.11), (4.12) und (4.13) eingesetzt wurden.
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4.2.3.4. Laplace-Operator

Anwenden des skalaren Laplace-Operators (3.15) auf ein Skalarfeld ¢ ergibt

. C(10¢ 1a¢ﬁ 109
VST dw(m - S+ )

= + 59 + — 4.33
grgﬁg¢ <8r ( Iy 0r 019 gy 019 8g0 G 8@ ( )
, 09 1 0 0¢ 1 d*¢

r2 or < 6r> * r2sin(0) 90 <s1n(19) %) - 2 sin2(0) Op?” (4.34)

In der letzten Zeile wurden die metrischen Groen g, gy und g, fiir Kugelkoor-
dinaten gemaf (4.11), (4.12) und (4.13) eingesetzt.

Aufgabe 4.1 FEin weiteres haufig verwendetes Koordinatensystem sind die Zylin-
derkoordinaten Radius r, Azimutwinkel ¢ und Hohe z, siehe Abbildung /.2. Die

kartesischen Koordinaten x, y und z ergeben sich als Funktionen von Radius r,
Azimutwinkel p und Héhe z wie folgt:

x =rcos(p),
y =rsin(p),

z =Z.

Berechnen Sie die Tangentialvektoren, die metrischen Grifen, die Integrations-
elemente und die Differentialoperatoren fir Zylinderkoordinaten!

Abbildung 4.2.: Zylinderkoordinaten
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4.3. Berechnen des magnetischen Vektorpotentials

Die folgenden Betrachtungen gelten nur fiir homogene Dielektrika. Zunéchst wird
ein in z-Richtung orientierter idealer elektrischer Dipol (Hertzscher Dipol) im
Ursprung betrachtet, siehe Abbildung 4.3. Der ideale elektrische Dipol besteht
aus zwei im Gegentakt oszillierenden elektrischen Ladungen () und —@Q in ei-

nem infinitesimalen Abstand [. Zwischen diesen Ladungen flieft ein elektrischer
Linienstrom

lO = JWQa
siche Abschnitt 1.3. Trotz des infinitesimalen Abstands [ soll das elektrische Di-
polmoment

15l
Ql==" (4.35)
< jw
einen endlichen Wert annehmen.
z
7_,"
+1/2 +0
B y
T
Q

—1/2 X
|

Abbildung 4.3.: Idealer elektrischer Dipol

-

Die elektrische Stromdichte J(7) mit der z-Komponente
S, () = Lol ()

erzeugt die z-Komponente A, des magnetischen Vektorpotentials A. Auferhalb
des Ursprungs, das heifit fiir » > 0 ist die z-Komponente J,(7) der elektrischen
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—

Stromdichte J(7) Null und aus der inhomogenen Helmholtz-Gleichung (4.5) folgt
die homogene Helmholtz-Gleichung

AA, + %A, =0.

Die hier gesuchte Losung der homogenen Helmholtz-Gleichung muss kugelsym-
metrisch sein, das heifit die z-Komponente A, des magnetischen Vektorpotentials
A darf nur vom Radius 7 und nicht von Poldistanzwinkel 9 und Azimutwinkel ¢
abhéngen. Mit (4.34) folgt die homogene Helmholtz-Gleichung

19 [ ,0A )
_— Z A =
i (7’ ) +B3°4,=0

or

fiir ein kugelsymmetrisches Szenario. Man findet die hier interessierende retar-

dierte Losung
1

A, ~ =
r
sowie die wegen Verletzens des Kausalitatsprinzips physikalisch unsinnige avan-
cierte Losung
A, ~ leﬂﬁ i
r
Zum Bestimmen des Proportionalititsfaktors betrachten wir die z-Komponente
A, des magnetischen Vektorpotentials A in unmittelbarer Nihe des idealen elek-
trischen Dipols, das heifit fiir sehr kleine r < 1/3. Dann ist die Phasenkonstante

[ vernachlassigbar klein und die z-Komponente

1
A~ =

L1y r
des magnetischen Vektorpotentials A muss der Poisson-Gleichung
AA, = div(grad(4,)) = —uLyl 5(F)

gentigen, siehe (4.5) und (3.15). Fiir eine kleine Kugel um den Ursprung folgt mit
dem Satz von Gauss (1.33) und (4.28):

{1] div(grad(%)) awv=f <grad(%),d£>

Kugel Kugeloberfliche
1
. @S 5 dA, = —dr = — [ 4= () av,
Kugeloberflache Kugel

A (%) = div(grad(%)) = — 4w (7).
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Der Proportionalitatsfaktor muss also %?l sein und man erhéalt die z-Komponente

e_jﬂr
Az (F) - Nlol

4.
Ar ( 36)
——

wr)

des magnetischen Vektorpotentials A eines idealen elektrischen Dipols im Ur-
sprung. Die im Folgenden immer wieder verwendete, einer Kugelwelle entspre-
chende Elementarlosung

%(7") = =
drr A |7
ist als Greensche Funktion des freien Raumes bekannt.
Aufgrund der Verschiebungsinvarianz der Helmholtz-Gleichung (4.5) ergibt sich
die von einem an den Ort r’ verschobenen idealen elektrischen Dipol

J,(7) = Lol o(F = 1)

(4.37)

erzeugte z-Komponente des magnetischen Vektorpotentials A 7
A7) = plolyp (7 = 17).

Mit Hilfe der Ausblendeigenschaft des Dirac-Impulses () kann man eine be-
liebige elektrische Stromdichte .J,(7) in z-Richtung als gewichtete Uberlagerung
von verschobenen idealen elektrischen Dipolen darstellen:

J,(F) = Hf 1,(r) 8(7 =) av'.

Aufgrund der Linearitdt und Verschiebungsinvarianz der Helmholtz-Gleichung
(4.5) ergibt sich die z-Komponente des magnetischen Vektorpotentials A zu

A (7) = ﬂ nd, () (7 7Y av”. (4.38)

Formal handelt es sich bei diesem Integral um ein Faltungsintegral. Die z-Komponente
A,(7) des magnetischen Vektorpotentials A erhilt man durch Falten der mit 1
skalierten z-Komponente J,(7) der elektrischen Stromdichte J(7) mit der Green-
schen Funktion ¢ (7).

Gleichartige Betrachtungen gelten auch fiir die iibrigen Komponenten des ma-
gnetischen Vektorpotentials E Bei Verwenden kartesischer Koordinaten erhalt

man zusammengefasst das magnetische Vektorpotential

A = ﬂj pd () (7 =) av. (4.39)
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Mit den hier eingefiihrten Hilfsmitteln ist es beispielsweise moglich, bei gege-
bener Strombelegung J (7?’ ) in einer Antenne das abgestrahlte elektromagnetische
Feld zu berechnen. Hierzu wird man zunéchst das magnetische Vektorpotential
A(7) und daraus mit (4.6) und (4.7) die Feldstéirken berechnen.

4.4. Fernfeldnaherung des magnetischen
Vektorpotentials

Beispielsweise beim Einsatz in Funkkommunikationssystemen interessiert man
sich primér fiir das Fernfeld der Sendeantenne, das heifit fiir das elektromagne-
tische Feld in einer relativ zu den Antennenabmessungen r’ und zu 1/5 grofien
Entfernung r von der Sendeantenne.

Allgemein gilt nach dem Kosinussatz

= \/T2 + 772 — 2r1’ cos(§),

siehe Abbildung 4.4. Im Fernfeld ist 7’ relativ klein, das heifit es gilt ' < r, und
man kann die in 7’ lineare Approximation

v

~r—1r cos(§)

-+
verwenden. Eingesetzt in die Greensche Funktion (4.37) erhilt man mit dem
in die betrachtete Ausbreitungsrichtung zeigenden Phasenvektor 5 geméaf (2.13)
die auch als Fraunhofer-Néherung bezeichnete Fernfeldndherung der Greenschen
Funktion'

oiBr—r' cof€))  -iBr oifr

) & = el o) — el 3 4.40
y('r’ T) 4qr 4d7r 4d7r ( )

Durch Einsetzen der Fernfeldnédherung der Greenschen Funktion in (4.39) er-
halt man die Fernfeldndherung des magnetischen Vektorpotentials in kartesischen

Koordinaten
1 ~ pne e 67" cos(§) /
A(F) ~ T Hf ) av

Abstandsfaktor

- A

Abstandsfaktor

[

(4.41)

Ql
\l

" v’

[~y

Durch Einsetzen der auch bei nicht ganz so grofien Entfernungen r guten quadratischen
Approximation erhélt man die Fresnel-Naherung der Greenschen Funktion.
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4.4. Fernfeldnédherung des magnetischen Vektorpotentials

Abbildung 4.4.: Zur Fernfeldndherung

Der Faktor ¢/ resultiert aus den bei der Uberlagerung der magnetischen Vek-
torpotentiale A(F’) der elektrischen Stromdichten i (7?’) in den Volumenelemen-
ten dV’ zu berticksichtigenden geometriebedingten Phasenverschiebungen. Die
Richtungsabhéngigkeit des magnetischen Vektorpotentials AYF) wird im Fernfeld
durch den vektoriellen Richtungsfaktor

F= ﬂj 7) i odE) qy” = Hf @) gy (4.42)

beschrieben. Die Entfernungsabhéngigkeit des magnetlschen Vektorpotentials A(f')
ist im Fernfeld durch den Abstandsfaktor “e— gegeben, das heiflit der Betrag

des magnetischen Vektorpotentials A(7) nlmmt im Fernfeld mit 1/r ab. Die Wel-

lenldnge ist
27

A= —. (4.43)

5
Bei vielen Antennen gelingt es zumindest ndherungsweise, einen Nullpunkt
des Koordinatensystems so zu definieren, dass die Argumente der Komponenten

des vektoriellen Richtungsfaktors F (9, ¢) fur den interessierenden Winkelbereich

83



Kapitel 4. Antennentheorie

¥ und ¢ konstant sind. Die im Fernfeld beobachtete elektromagnetische Welle
scheint dann eine von diesem als Phasenzentrum bezeichneten Nullpunkt ausge-
hende Kugelwelle zu sein.

Aufgabe 4.2 Zeigen Sie, dass das Phasenzentrum einer Antenne mit einer zum
Ursprung symmetrischen elektrischen Stromdichte

() = ()

im Ursprung liegt!

4.5. Berechnen der Feldstarken

Durch Berechnen der Rotation (4.32) des magnetischen Vektorpotentials A'in Ku-
gelkoordinaten erhdlt man geméaf (4.6) unter Verwenden (1.52) die magnetische
Feldstérke

— 1 — 1 1 a . 1 aAﬂ —
=) = o (G (004 ~ )

1 1 0A 0 1 [0 0A
— — — — (rA Uy + — | =— (rdy) — — | U,.
+ ur (sin(ﬁ) dp  Or <T_“O)> o+ ur <8r (rdy) o ) e
Im Fernfeld mit » > 1/ dominieren die nur mit 1/r abnehmenden Terme und

man kann alle stérker abnehmenden Terme vernachléssigen. Mit (4.41) erhalt
man die Fernfeldndherung

(4.44)

- 10 L 190 L 10 (e . .
H~— o (TA¢) Uy + o (rdy) d, = 5 ( o ) (—E¢Ug +£ﬂuw)
.]6 e_jﬁr . R
= - (E<pu19 - Eﬁucp) (445)
zjééﬂw - jéAga}a = jéi X Uy (4.46)
H H H

fir die magnetische Feldstarke. F'y und E@ sind die ¥-Komponente beziehungs-

weise die p-Komponente des vektoriellen Richtungsfaktors F geméf (4.42).

Mit Hilfe des Durchflutungsgesetzes (1.17), (1.48) und der Rotation (4.32) in
Kugelkoordinaten kann man nun aus der magnetischen Feldstarke H die elektri-
sche Feldstarke

1 ., 1 1 0 /. 1 0Hy) .
L _jw—z-: rot (ﬂ)  jwer ( (sin(ﬁ) X (sm(ﬁ) ﬂ“’) B sin () %) th

1 aﬂr 0 — 0 aﬂr —
* <sin(19) dp o (Tﬂ‘p)> o (5 (i) - 8—19> ucp)

(4.47)
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berechnen. Wenn man wieder alle starker als mit 1/r abnehmende Terme ver-
nachléssigt, erhédlt man mit (4.2) und (4.41) die Fernfeldnédherung der elektrischen
Feldstérke

L1 0 .0 B B9 [eibr B B
£ jwer <_§ (rﬂ“") te + or (rH,y) u“") = wer or ( A ) <£19u19 T ES"%)
B
- ;glb”q<£QUg%—£;u¢) (4.48)
= — jw (Agtiy + Aii,) = jw (A x i0,) x . (4.49)

Mit dem Feldwellenwiderstand

Zp =2 (4.50)
€
und (4.2) folgt aus (4.46) und (4.49) fir das Fernfeld
E~ ZpH x .. (4.51)

Die von einer Antenne abgestrahlte elektromagnetische Welle ist im Fernfeld ei-
ne transversalelektromagnetische Welle. Magnetischer Feldstarkevektor H und
elektrischer Feldstirkevektor E sind in Phase und stehen zu jedem Zeitpunkt
senkrecht aufeinander. Die Feldstarken nehmen mit 1/r ab und es gibt eine Rich-
tungsabhéngigkeit der Feldstarken. Der in (1.80) eingefiihrte komplexe Poynting-
Vektor

Sx (2ol i) x B = 2o A 0= o B[ 0. (52

7
zeigt im Fernfeld von der Antenne radial nach auBen weg und nimmt mit 1/r?
ab, was auch aus der Energieerhaltung folgt. Da der komplexe Poynting-Vektor S
im Fernfeld reell ist, transportiert die abgestrahlte elektromagnetische Welle im
Fernfeld nur Wirkleistung, deren Betrag durch die Intensitat

— 1 -
= [Re(8) ]|~ 32 ] = 7 |1£] (159

77|
gegeben ist. Ausgehend von (1.81) kann man die abgestrahlte Leistung P durch

Integration der Intensitat S tiber eine Kugeloberfliche mit dem Flachenelement
dA, gemaf (4.22) berechnen:

T 27
P= gjs SdA, = f f Sr?sin(0) dp d. (4.54)
Kugeloberflache ¥=0 =0

85



Kapitel 4. Antennentheorie

Als Beispiel wird der ideale elektrische Dipol betrachtet. Das magnetische Vek-
torpotential A des idealen elektrischen Dipols wurde bereits in (4.36) berechnet.
Umgerechnet in Kugelkoordinaten erhalt man

—

o (A , Ll e
A = <A7 ﬁr>ﬁr + <A, ﬁﬁ>ﬁ,9 + <A7 ﬁ¢p>ﬁ¢ — %

- (cos(¥) u, — sin() wy) ,

siehe (4.14), (4.15) und (4.16).
Mit (4.44) erhélt man die magnetische Feldstarke

o 1 (0 0A.\ ., . e iBr 1 ) .
H = r (E (rAy) — 8—19> iy =jf Lol . (1 + Jﬂ—r> sin(d) Uy, (4.55)
o € o
~jpl, e sin (1)) d, (4.56)

des idealen elektrischen Dipols und mit (4.47), (4.2) und (4.50) die elektrische
Feldstérke

B 1
= " jwer sin (1) 90 (Sm(ﬁ) ﬂ“’) g JW?% (Tﬂq}) &
_JﬂZplolZ iB ( (Jﬂ% i (J;T)2> cos (V) U,
+ (1 TR %) sin(9) ﬁﬂ) o
ipr (ipr)
o iBr
~iBZrl,l o sin(19) (4.58)

des idealen elektrischen Dipols. Es handelt sich im eine transversalmagnetische
Welle. Die jeweils in den letzten Zeilen angegebenen Naherungen gelten im Fern-
feld, wo es sich erwartungsgemafl um eine transversalelektromagnetische Welle
handelt. Das gesamte elektromagnetische Feld ist, wie aufgrund der Antennen-
geometrie erwartet, rotationssymmetrisch beziiglich der z-Achse. Man erkennt,
dass die magnetischen Feldlinien kreisformig um die z-Achse, das heifit entlang
von Breitenkreisen auf Kugeln um die Antenne verlaufen. Die elektrischen Feldli-
nien verlaufen im Fernfeld entlang der Meridiankreise auf Kugeln um die Antenne,
siehe Abbildung 4.5. Die Richtungsabhéngigkeit der Feldstirken im Fernfeld wird
durch den Faktor sin(¢}) beschrieben. Die transversalelektromagnetische Welle im
Fernfeld ist linear vertikal polarisiert.
Der komplexe Poynting-Vektor

1 B |Lo| sin(19) 2
~ 57 ( = i, (4.59)

[Ty
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Z/A

z/A

zZ/A

z/A

zZ/A

zZ/\

. N\

11
0,5
0 1 1 : ‘
0 05 1 15 2
x/A
: N\
1,5 |
11
0,5
0 ‘ ‘ ‘ |
0 05 1 150 2
/A
2 4
15 | \
11
0,5 |
0 1 1 1 1
0 05 1 15 2
x/A

Abbildung 4.5.: Elektrisches Feld eines idealen elektrischen Dipols [I[<D90]. Mo-
mentaufnahmen im Abstand einer zwolftel Periodendauer
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des idealen elektrischen Dipols gemafl (4.52) ist im Fernfeld wie erwartet reell
und zeigt von der Antenne radial nach aulen weg. Die Intensitét (4.53) der vom
idealen elektrischen Dipol abgestrahlten Welle im Fernfeld ist

. 2
S ~ %ZF (M> . (4.60)

A7y

Die Intensitit S nimmt erwartungsgemaf mit 1/7% ab.

4.6. Eindeutigkeitstheorem

Das Eindeutigkeitstheorem besagt, dass das elektromagnetische Feld in einem
moglicherweise quellenhaltigen Gebiet V5 durch die Tangentialkomponenten der
elektrischen Feldstirke E oder die Tangentialkomponenten der magnetischen Feld-
stirke H auf der Hiille OV, eindeutig bestimmt ist. Wenn es mehrere derartige
mogliche elektromagnetische Felder mit gleichen Quellen im Gebiet V5 gédbe, dann
miisste die Differenz zweier solcher elektromagnetischer Felder aufgrund der Li-
nearitat der Maxwellschen Gleichungen ein im nun quellenfreien Gebiet V5 mog-
liches elektromagnetische Feld

o mit auf der Hiille 0V5 verschwindender Differenz der Tangentialkomponen-
ten der elektrischen Feldstiarke E oder

o mit auf der Hiille 0V5 verschwindender Differenz der Tangentialkomponen-
ten der magnetischen Feldstarke H

sein.” Man muss also zeigen, dass das elektromagnetische Feld im quellenfreien Ge-
biet V5 bei verschwindenden Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstarke
E oder verschwindenden Tangentialkomponenten der der magnetischen Feldstéar-
ke H auf der Hiille V5 verschwindet, siehe Abbildung 4.6.

Mit dem komplexen Poynting-Vektor S geméif (1.80) gilt

ffis.ady = ffis.ady —f Ex A" a).
oV 00 oV

Hiille im Unendlichen 0

Das Integral iiber die Hiille 0V} ist Null, das heifit in das Gebiet V; wird keine
Leistung abgegeben, falls die Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstarke
E oder die Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstarke H auf der Hiille

?Die Differenz der Quellen ist Null.
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4.6. Eindeutigkeitstheorem

Vs

e
[nef

Abbildung 4.6.: Eindeutigkeitstheorem

0V5, verschwinden. Da das elektromagnetische Feld im Unendlichen eine transver-
salelektromagnetische Welle ist, ist das Integral iiber die Hiille im Unendlichen
geméaB (2.29) die reelle und positive abgestrahlte Leistung.

Weiterhin gilt mit dem Satz von Gauf§ (1.33) und (1.82)

;{ngg aA) jj div(3) dv = Hde(%Exﬁ*)dv
- jjf mt HY —(E, rot(ﬁ*)>) dv

Einsetzen des Induktionsgesetzes (1.25) bei verschwindender elektrischer Strom-
dichte J und des Durchflutungsgesetzes (1.17) bei verschwindender magnetischer
Stromdichte M ergibt mit (1.52) und (1.48)

{1, ady = [[[ 5 (it B') — (B, ~jweE)) av

oVa
<= ] (bl - e )

Das Ergebnis ist imaginar. Da V5 quellenfrei ist, kann keine Wirkleistung abgege-
ben werden und der Realteil muss verschwinden. Da das Integral aber auch reell
sein muss, ist der Imaginarteil Null und damit verschwindet auch das elektroma-
gnetische Feld in V5.2

112
3Theoretisch denkbar wiren auch noch nichtverschwindende Felder mit ([ 1p H H H dv =
Va
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4.7. Spiegelungsprinzipien

4.7.1. Spiegelung am idealen elektrischen Leiter

In der Oberflache einer unendlich ausgedehnten ideal elektrisch leitenden Ebene
werden sich elektrische Flachenstromdichten j r derart einstellen, dass die Grenz-
flichenbedingungen erfiillt sind. Insbesondere miissen geméaf (1.67) die Tangen-
tialkomponenten der elektrischen Feldstérke E verschwinden. Wie man zum Bei-
spiel durch Uberlagern der elektromagnetischen Felder idealer elektrischer Dipole
leicht feststellt, sind die Grenzflachenbedingungen am Ort des idealen elektrischen
Leiters auch dann erfiillt, wenn statt der elektrischen Flachenstromdichten J, r ge-
spiegelte Quellen geméafl Abbildung 4.7 vorhanden sind. Die elektromagnetischen
Felder im rechten Halbraum sind in beiden Fallen wegen des Eindeutigkeitstheo-
rems identisch, da die Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstirken am
Ort der Oberfliche des idealen elektrischen Leiters in beiden Féllen gleich Null
sind und die Quellen im rechten Halbraum gleich sind, siehe Abschnitt 4.6.

e

I <=

e

=
=

b <

- i 1>

Abbildung 4.7.: Spiegelun_g elektrischer Stromdichten .J und magnetischer Strom-
dichten M an einer unendlich ausgedehnten ideal elektrisch lei-
tenden Ebene

112
1] %5 H E H dV, die es beispielsweise in idealen verlustfreien Hohlraumresonatoren gibt, siehe
Va

Aufgabe 7.4.
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4.8. Huygens’sches Prinzip

4.7.2. Spiegelung am idealen magnetischen Leiter

Dual zum Fall der unendlich ausgedehnten ideal elektrisch leitenden Ebene, siche
Abschnitt 4.7.1, kann man auch die Grenzflachenbedingungen an der unendlich
ausgedehnten ideal magnetisch leitenden Ebene durch gespiegelte Quellen bertick-
sichtigen, sieche Abbildung 4.8.

7 <=

I,
I,

=

5
<

U

<

R i 1.

Abbildung 4.8.: Spiegelung elektrischer Stromdichten J und magnetischer Strom-
dichten M an einer unendlich ausgedehnten ideal magnetisch lei-
tenden Ebene

4.8. Huygens’sches Prinzip

Anschaulich kann nach dem Huygens’schen Prinzip jeder Punkt einer Wellen-
front als Ausgangspunkt einer sekundéren Kugelwelle betrachtet werden und man
kann die Wellenfront wieder als Einhiillende dieser sekundiaren Wellenfronten re-
konstruieren. Das Huygens’sche Prinzip ist bei vielen Berechnungen zur Wellen-
ausbreitung hilfreich. Beispielsweise kann ein auf einer beliebigen Hiille um die
eigentliche Antenne vorhandenes elektromagnetisches Feld wieder als Ausgangs-
punkt der elektromagnetischen Welle betrachtet werden, das heifit die Hiille wirkt
als virtuelle Antenne. Im Folgenden soll das Huygens’sche Prinzip mathematisch
prizise formuliert werden.*

4Eine formalere Herleitung gelingt mit dem Kirchhoff-Helmholtz-Integral.

91



Kapitel 4. Antennentheorie

Eine Hiille teilt den Raum in ein Gebiet V; mit den ein elektromagnetisches
Feld erzeugenden Quellen J und M und ein quellenfreies Gebiet V3, siche Abbil-
dung 4.9. E und E sind die Feldstérken des von den Quellen J und ﬂ erzeugten,
den gesamten aus den Gebieten Vi und V5 bestehenden Raum erfiillenden elek-
tromagnetischen Feldes.

Va Va

~

[salt
(a1
I
ol
(a1
I
(sl

Abbildung 4.9.: Huygens’sches Prinzip

Das elektromagnetische Feld
El _ O_’ in ‘/1
E inV,

ﬂ—»I: a 1IlV1
H inV,

erfiillt zusammen mit den virtuellen Quellen

und

o

Jp=—Hx 1 (4.61)

und

Mp=Exu (4.62)
auf der Hiille des nun quellenfreien und feldfreien Gebiets V; die (1.60) und (1.62)
entsprechenden Grenzflichenbedingungen auf der Hiille des Gebiets V7, ist also bei
Abwesenheit der Quellen j und ﬂ eine Losung der Maxwellschen Gleichungen.
Aufgrund des Eindeutigkeitstheorems entspricht dieses durch die Flachenstrom-

dichten iF und M r bei Abwesenheit der Quellen i: und @ erzeugte elektroma-
gnetische Feld im Gebiet V5 dem von den Quellen J und M bei Abwesenheit der

92



4.9. Momentenmethode

Flachenstromdichten jF und M r erzeugten elektromagnetischen Feld im Gebiet
V4, siehe Abschnitt 4.6 | ; |-

In der Antennenmesstechnik ist es aufgrund der begrenzten rdumlichen Abmes-
sungen von Antennenmesspléatzen insbesondere bei niedrigeren Kreisfrequenzen w
oft nicht moglich, das eigentlich interessierende Fernfeld direkt messtechnisch zu
untersuchen. Stattdessen misst man die Tangentialkomponenten der Feldstarken
im Nahfeld auf einer Hiille um die Antenne. Geméfl dem Huygens’schen Prinzip
ist es moglich, daraus mit einer sogenannten Nahfeld-Fernfeld-Transformation das
Fernfeld zu berechnen.

Das von einer ideal elektrisch leitenden und damit im Inneren feldfreien An-
tenne abgestrahlte elektromagnetische Feld entspricht dem von der elektrischen
Flachenstromdichte ip auf der Antenne bei Nichtvorhandensein der ideal elek-
trisch leitenden Strukturen abgestrahlten elektromagnetischen Feld. Dieser als
Huygens-Aquivalent der Antenne bezeichnete Ansatz rechtfertigt riickwirkend die
Annahme, dass die Antenne ihr elektromagnetisches Feld in ein homogenes Di-
elektrikum abstrahlt, obwohl das Innere der Antenne in der Realitdt nicht mit
dem umgebenden Dielektrikum gefillt ist.

4.9. Momentenmethode

4.9.1. Losungsansatz der Momentenmethode

Normalerweise ist die Strombelegung auf einer Antenne nicht von vornherein be-
kannt, sondern ergibt sich aus dem Wechselspiel zwischen Strombelegung und
abgestrahltem elektromagnetischem Feld. Ziel der folgenden Betrachtungen ist
es, unter Berticksichtigen dieser Wechselwirkungen die Strombelegung auf der
Antenne zu bestimmen. Es wird der Fall betrachtet, dass die Quelle des elektro-
magnetischen Feldes ausschlieflich die elektrische Flachenstromdichte J, P (7’7 ) ist.
Eine Erweiterung auf den Fall, dass auch eine magnetische Flédchenstromdichte
M P (7?’ ) vorhanden ist, ist aufgrund der Dualitat der Gleichungen leicht moglich.

Fiir das durch die elektrische Flichenstromdichte .J; P (7?’ ) erzeugte magnetische
Vektorpotential gilt

1) = J[ n(7) ol -7 ax

siehe (4.39). Es wird davon ausgegangen, dass die elektrische Flachenstromdichte
J; F (7:7 ) in den homogenen Raum abstrahlt.
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Aus (4.7) folgt mit (4.2) und (4.50) fur die elektrische Feldstarke
E= —jé < grad(dlv( )) ﬂwA) (4.63)
po\B

Einsetzen des Vektorpotentials A ) ergibt

)

+H5JF r—r)dA’)
—(5(7)

das heiBt die elektrische Feldstirke E E(7) ergibt sich durch Anwenden eines linearen
Operators L(+) auf die durch die elektrische Flachenstromdichte J F( ) gegebene
Strombelegung.

Die elektrische Feldstéirke £ (7) in der ideal elektrisch leitenden Antenne ist be-
kannt. Sie ist auler an den Orten, an denen sich speisende Stromquellen befinden,
Null. Obige Gleichung ist also eine Integro-Differentialgleichung zum Bestimmen
der elektrischen Flachenstromdichte j P (7:7)

Die Momentenmethode ist ein numerisches Verfahren zum Bestimmen der Lo-
sungen von Integro-Differentialgleichungen | ; ; |. Sie basiert dar-
auf, dass man die zu bestimmende Funktion, hier die elektrische Flachenstrom-
dichte J F( ) durch eine endliche Summe gewichteter Basisfunktionen approxi-

miert. Mit den N Basisfunktionen fn (T), n =1...N, und den N komplexen
Gewichten Jy,,, n =1... N, gilt ndherungsweise

Te(r7) = an( 7) Jen. (4.64)

Anwenden des linearen Operators ergibt mit dem Proportionalitdtsprinzip und
dem Superpositionsprinzip

—

B0 = £ A7) den) = 3 £(5(7)

Fiir einzelne Komponenten der elektrischen Feldstarke gilt

Ey() = Zcxyz(fn( 7)) Jen,
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wobei xyz fiir eine der drei Koordinaten x, y oder z steht. Fiir eine so am Ort 7,
berechnete elektrische Feldstarkekomponente gilt

N
Em = Exyz(Fm) = Z mei}_’n
n=1
Die hier auftretenden Gewichtsfaktoren

Zon = Laye(fa (7)), n=1...N, (4.65)

haben die Einheit einer Impedanz und kénnen selbst bei komplizierten Antennen-
geometrien numerisch leicht durch Anwenden des linearen Operators Lyy,(-) auf
die Basisfunktionen ﬁl('r?’ ) berechnet werden. Man erhélt das lineare Gleichungs-
system
E, Ziy - Zin Ir1
A I S I I (4.66)
Ey Zyy - ZunN JrN

fir die N komplexen Gewichte Jp,,, n =1... N, das im Fall M = N eine eindeu-
tige Losung hat.

Das von der Antenne am Ort 7 erzeugte magnetische Vektorpotential A(7)
kann man aus der nun bekannten elektrischen Flachenstromdichte i P (7:7 ) mit den
bereits vorgestellten Verfahren berechnen. Aus dem so erhaltenen magnetischen
Vektorpotential A(7) kann man die Feldstéirken berechnen.

In der Praxis findet man viele Variationen des hier vorgestellten Grundprin-
zips der Momentenmethode. Ein wichtiges Ziel ist hierbei das Maximieren der
Genauigkeit des Ergebnisses bei moglichst kleinem Rechenaufwand. Insbesondere
die Art und die Anzahl N der Basisfunktionen ist geschickt zu wahlen. Kommer-
zielle Programme zur Antennenanalyse mit der Momentenmethode sind verfiig-
bar. Bekannte Beispiele sind FEKO (FEldberechnung fiir Kérper mit beliebiger
Oberflache) und das mittlerweile in vielen Varianten verfiigbare Programm NEC
(Numerical Electromagnetics Code) | |-

4.9.2. Analyse einer Dipolantenne

Die in Abschnitt 4.9.1 eingefithrten Grundprinzipien werden nun auf eine Dipol-
antenne angewendet. Die Dipolantenne besteht aus einer speisenden Stromquelle
und zwei gleich langen, kreiszylindrischen, ideal elektrisch leitenden Drahtstiicken,
siehe Abbildung 4.10. Die Lange der Dipolantenne sei [ und der Radius sei p.
Aus Symmetriegriinden kann man davon ausgehen, dass die elektrische Fléchen-
stromdichte .J; r auf dem Antennenumfang konstant ist und nur eine z-Komponente
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z
A
/24D
24N +— | Jrpn

Z—N——— Jr_nN

—1/2 -

Abbildung 4.10.: Anwenden der Momentenmethode auf eine Dipolantenne

96



4.9. Momentenmethode

hat. Es gilt also
Jp(2) = Jp, (7)) U,
Da die elektrische Flachenstromdichte nur eine z-Komponente Jp,(z') hat, hat

auch das magnetische Vektorpotential Anur eine z-Komponente A,. Die z-Komponente
des magnetischen Vektorpotentials fiir Punkte auf der z-Achse ergibt sich mit dem

Abstand 1/p? + (z — 2) eines Punktes auf der kreiszylindrischen Antennenober-
flache bei 2’ und einem Punkt auf der z-Achse bei z zu

ef.]B V p2+(2:72/)2
A, (2 f 1127 p g (2')
ST At (e - )

Wz—2')

t\>|<-

d7,

siehe (4.39) und (4.37). Es wird nur die z-Komponente der elektrischen Feldstéarke
E auf der z-Achse benétigt, die sich mit (4.63), (1.32) und (2.1) zu

B =12 (57542 4 s )

berechnet. Einsetzen des magnetischen Vektorpotentials A,(z) und vertauschen
der Reihenfolge von Integration und Differentiation ergibt z-Komponente

+

62 )
E,(2)=—jZp f (%% + 5%(2 - Zl)) 27TpiFZ(Z,) dz’

|~

L
2

der elektrischen Feldstirke E(z) am Ort z auf der z-Achse.
Die Dipolantenne wird in 2V 41 als Elementardipole bezeichnete Segmente der

Lange
[

TAN+1
unterteilt. Der Mittelpunkt des n-ten Elementardipols liegt bei
nl
n pu— A pum .
T 1

Die elektrische Flachenstromdichte wird durch eine gewichtete Summe von Basis-
funktionen approximiert:

JFZ Z fn JFn
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Man kann beispielsweise jeweils auf einem Elementardipol konstante und sonst
verschwindende Basisfunktionen

, n=—N...+ N,
0 sonst

1 2z, —22< <z, + 42

fn( ZI) — { 2 — — 2
verwenden. Einsetzen der approximierten elektrischen Flachenstromdichte J,(z')
in die Gleichung zum Berechnen der z-Komponente E,(z) der elektrischen Feld-

stirke E(z) auf der z-Achse ergibt fiir den Abtastpunkt z = z,,

+N
Em = Ez<zm) = Z Zm,nJFn

n=—N

Die Impedanzen

1 aQQ(Z - ZI) / / /
(ET‘Fﬂﬁ(Z—Z')) 2mpf(2') A7, (4.67)

mn=—N...+ N,

sind im Allgemeinen nur numerisch und nicht analytisch berechenbar.

Die Dipolantenne wurde in eine grofie Anzahl 2N + 1 an Elementardipolen
der Lénge Az zerlegt. Die die Strombelegung beschreibenden Gewichte Jy,,, n =
—N ...+ N, sind unter Beriicksichtigen der Verkopplungen zwischen den Ele-
mentardipolen so zu bestimmen, dass insbesondere die z-Komponenten E,,,, m =
—N...—1,41...4 N, der elektrischen Feldstéirken E(z,,) auf der z-Achse in
den Elementardipolen mit Ausnahme des mittleren 0-ten Elementardipols mit
der speisenden Stromquelle Null sind. Im mittleren O-ten Elementardipol mit der
speisenden Stromquelle muss fiir die z-Komponente der elektrischen Feldstéarke

E,(0) = E,

gelten. Man kann nun das eindeutig losbare lineare Gleichungssystem

0
E_y 0 Z N-N - Z.N4N Jr N
—|E | = . .
Ein 0 ZyN-N - ZiNiN Jrin
0
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gemaf (4.66) fiir die 2N 41 komplexen Gewichte Jp,, n = —N ...+ N, aufstellen.

Abbildung 4.11 zeigt die mit Hilfe der Momentenmethode ermittelte Strom-
belegung einer schlanken Dipolantenne der Lange 2/ = 3A/2. Der Durchmesser
der Dipolantenne ist 2p = 0,005)\. Es wurden 2N + 1 = 201 Segmente und stiick-
weise sinusformige Basisfunktionen nach Aufgabe 4.4 verwendet. Zum Vergleich
ist durchgezogen eine sinusférmige Strombelegung eingezeichnet.

1
0,8 |-
O
g S
_E o)
B 0,619
el g
= 0419
[
~l
0,2
0 | | |
—-0,75 —-0,5 —-0,25 0 0,25 0,5 0,75

D)

Abbildung 4.11.: Mit der Momentenmethode ermittelte Strombelegung einer Di-

polantenne. Durchgezogen sinusférmiger Verlauf

Aufgabe 4.3 Berechnen Sie die erste und die zweite Ableitung der Greensche

Funktion
ef.]B \/ p2+z2

Z) =
YR = T
nach z! Zeigen Sie, dass im Falle stiickweise konstanter Basisfunktionen

1 zn—%gz’gzn—l—%

fal#) = {0 sonst

mit der Abkiirzung

P = VPP + (2 — /)
fir die in (4.67) eingefiihrten Impedanzen
z,ﬁr% e*jﬂRm

Z - _iz
Lmn J4F IA 2BR?,1

zZ
=%

((L+i8Rw) (2R, = 30°) + 2R}, ) pd

n
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qgilt!
Aufgabe 4.4 Zeigen Sie zundchst, dass fir beliebige Basisfunktionen f,(2)

[ (% 4 B2z - z/)> fu(2)d?

_ [8&(2 —2')

0z ® - 0z

+ f (8 gnIQ + Ban(z')> P(z—2')d?

gilt! Nutzen Sie hierzu aus, dass fir die Ableitungen der Greenschen Funktion

W(z—2)  OY(z—2)

0z 07
und
PY(z—2) Pz —2)
072 - 02"
qgilt.

Speziell fir stickweise sinusformige Basisfunktionen

sin(f (2" — z,-1))
(5 (oner 2 7))
sin(f (zp41 — 2/ , ’
sin(8Az) WS ES Zu

siche Abbildung 4.12, kann man die in (4.67) eingefiihrten Impedanzen Z,, , ana-
lytisch berechnen. Zeigen Sie, dass sich die Impedanzen mit den Abkiirzungen

Rypn—1 :\/P2 + (2m — 2n— 1)27
mn \/p + _Zn )
Rm,n+1 :\/p + Zm - Zn+1)2

2po1 <2 <z,

fn(zl) =

2u
1 eijRm,n—l
Z,  =—i-Z
o rpoEp (Rm,n—l sin(8Az)
e IPlmn sin(26Az%) N e IBRmni1
R,,nsin?(BAz) Ry ni1sin(SAz)
ergeben!
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fa(2)

|

Zn—1

Zn

Z/

Zn+1

Abbildung 4.12.: Stiickweise sinusformige Basisfunktion f,(z) fir Az = \/8

Aufgabe 4.5 Implementieren Sie die Momentenmethode zum Berechnen der Strom-
belegung einer Dipolantenne in Matlab! Verwenden Sie die stiickweise sinusformi-

gen Basisfunktionen aus Aufgabe /.4.
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Kapitel 5.

Antennenbauformen

5.1. KenngroBBen von Antennen

5.1.1. Richtfaktor und Gewinn

Im Folgenden wird nur das Fernfeld betrachtet. Reale Antennen haben immer eine
mehr oder weniger ausgepréagte Richtwirkung, das heif3t die von einer Sendeanten-
ne erzeugte Intensitat S ist aufler von der Entfernung r des Beobachtungspunktes
von der Sendeantenne auch noch von der Richtung, unter welcher der Beobach-
tungspunkt von der Sendeantenne aus gesehen erscheint, abhéngig. In Funkkom-
munikationssystemen wird man die Sendeantenne bevorzugt so ausrichten, dass
die Hauptstrahlrichtung in Richtung des Empfangers zeigt. Man interessiert sich
also fiir die von der Sendeantenne in der Hauptstrahlrichtung erzeugte maximale
Intensitat Spax. Um die Richtwirkung der Sendeantenne beurteilen zu konnen,
vergleicht man diese maximale Intensitit Sp,., mit der von einer fiktiven omni-
direktionalen Sendeantenne bei gleicher abgestrahlter Leistung P in der gleichen
grofen Entfernung r im Fernfeld erzeugten Intensitét

P

So=— 5.1

07 4mr2’ (5.1)
siehe (4.54). Man definiert den Richtfaktor
S S

D — max — maX4 2. 5.2

S B4 (5.2)

Der Richtfaktor D ist fiir das Fernfeld definiert und ist dort entfernungsunabhén-
gig, da die maximale Intensitit Syax mit 1/7% abnimmt.

Wenn man die von der Sendeantenne in Hauptstrahlrichtung erzeugte maxi-
male Intensitdt S,.. ins Verhaltnis zu der von einer fiktiven omnidirektionalen
Sendeantenne erzeugten Intensitat bei gleicher zugefiihrter Sendeleistung setzt,
erhilt man den Gewinn G. Mit dem Wirkungsgrad n der Sendeantenne gilt

G =nD. (5.3)
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Bei den hier primar betrachteten verlustfreien Sendeantennen ist der Richtfaktor
D gleich dem Gewinn G.

Als Beispiel wird der ideale elektrische Dipol betrachtet. Mit (4.54) berechnet
man aus der Intensitéit S des idealen elektrischen Dipols im Fernfeld gemaf (4.60)
die abgestrahlte Leistung’

Ll 1) Ly (B
P—§Z ( ﬂj fsm dgpdﬁ—in e 27T0jsm () dv

0 =0

4 (BILI1\?
e .
3 FW( ir

Die Hauptstrahlrichtung des idealen elektrischen Dipols ist 9 = 7 /2. Die in dieser
Hauptstrahlrichtung erzeugte maximale Intensitat ist

_ BlLo| 1)
Smax_ 9 ( Ay )

siehe (4.60). Schliefllich erhalt man mit (5.2) den Richtfaktor

Smax 3
5 4r? = 5= 15 (5.4)

D=

des idealen elektrischen Dipols.

5.1.2. Richtcharakteristik

Der Richtfaktor D liefert nur eine integrale Beschreibung der Richtwirkung ei-
ner Antenne. Zum detaillierten Beschreiben der Richtungsabhéngigkeit der von
einer Sendeantenne im Fernfeld erzeugten Feldstérken und Intensitat S(v, ¢) ver-
wendet man die als Richtcharakteristik bezeichnete, auf die maximale Feldstérke
normierte Feldstérke bei einer bestimmten grofien Entfernung r im Fernfeld:

E(, H, \/E 9, 0)2 + | E, 0, ¢)|
Cloo) | £ ! goH:H;[ o) _ YIEw. )P +| :< al 55
2. Ml fEE R
Die Umformungen folgen aus (4.45) und (4.48). Mit (4.53) folgt weiterhin
C(0, p) = Sg‘; f). (5.6)

'Es gilt [ sin®(x) dz = — cos(z) + & cos®(x).
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Zur graphischen Darstellung der Richtcharakteristik C(1J,¢) verwendet man
tiberwiegend die folgenden beiden zweidimensionalen Richtdiagrammtypen:

Horizontaldiagramm: Fiir J = 7/2 trdgt man in Polarkoordinaten C(7/2,¢)
auf.

Vertikaldiagramm: Fir ¢ = 0 triagt man in Polarkoordinaten C'(¢,0) auf.

Als Beispiel wird der ideale elektrische Dipol betrachtet. Die vom idealen elek-
trischen Dipol im Fernfeld erzeugte elektrische Feldstérke ist

BZp Ll

|20 0)] = =77

[sin(J)],
siehe (4.58). Der Maximalwert der elektrischen Feldstdrke in der Hauptstrahlrich-
tung ¥ = 7/2 ist
_ BZr L)1
max  dmr
Mit (5.5) erhélt man die Richtcharakteristik

£

C(0, ) = |sin(V)| (5.7)

des idealen elektrischen Dipols. Diese Richtcharakteristik C'(1J, ¢) hangt nicht vom
Azimutwinkel ¢ ab, das heifit sie ist wie erwartet rotationssymmetrisch beziiglich
der z-Achse. Abbildung 5.1 zeigt das dreidimensionale Richtdiagramm des idealen
elektrischen Dipols. Das in Abbildung 5.2 dargestellt Vertikaldiagramm ergibt sich
als vertikaler Schnitt durch das dreidimensionale Richtdiagramm.
Die in einer beliebigen Richtung im Fernfeld erzeugte Intensitat ergibt sich mit
(5.6) und (5.2) zu
S(9, p) = DSeC*(9, p) . (5.8)

Den Richtfaktor D der Antenne kann man nun aus der Richtcharakteristik C(1J, ¢)
berechnen. Die abgestrahlte Leistung ergibt sich mit (4.54) zu

T 27
P = DS, j f C2(¥, ) 2 sin(¥) d dv.

9=0 =0
Daraus folgt mit (5.1) der Richtfaktor

P 4
D= - T . (5.9)

T 27 T 27
So | [ C*¥,¢)r?sin(d) de dd [ C*(0,p)sin(d) dp dd

=0 =0 9¥=0 =0
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W /77

\ill/4

\'\\
S
R

Abbildung 5.1.: Dreidimensionales Richtdiagramm des idealen elektrischen Dipols

sin(v)

\ 4
&

Abbildung 5.2.: Vertikaldiagramm des idealen elektrischen Dipols
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Manchmal interessiert man sich nicht nur fiir die Betrige der von einer Sen-
deantenne erzeugten Feldstarken, sondern auch fiir die durch die zeitabhéngige
rdumliche Ausrichtung des elektrischen Feldstarkevektors E beschriebene Polari-
sation und die Nullphase. Diese Informationen sind in der vektoriellen komplexen

Richtcharakteristik ( )
Cy(0,

Q(Wp):(_’? ’ ) (5.10)
C, (v, )

mit den sich aus den entsprechenden Komponenten des elektrischen Feldstarke-
vektors im Fernfeld ergebenden Komponenten

. Eﬁ‘ﬂ ('19, (,0) ejﬁr . _jEﬁLp (,197 ()0)

Cy, (¥, p) = _ -
I HE o /|E79|2+ ‘wa

enthalten, siehe auch (4.48). Yy steht hierbei fiir eine der zwei Koordinaten ¢ oder
. Die Definition ist nur in Kombination mit der Festlegung einer Referenzphase
eindeutig. Man legt sie beispielsweise durch die Nullphase des Speisestroms I,
fest. Die vektorielle Richtcharakteristik C(4, ¢) ist fiir das Fernfeld definiert und
ist dort wegen der Normierung auf den maximal auftretenden Feldstarkebetrag
und der Kompensation der entfernungsbedingten Phasendrehung durch die Multi-
plikation mit e/*” entfernungsunabhingig. Die Richtcharakteristik (5.5) berechnet
sich aus der vektoriellen komplexen Richtcharakteristik zu

(5.11)

max

C0,¢) = [IC(0, o)l - (5.12)

5.2. Lineare Antennen

5.2.1. Allgemeine Betrachtungen zu linearen Antennen

Lineare Antennen bestehen aus einem geraden, sehr diinnen, idealen elektrischen
Leiter. Das Koordinatensystem wird vereinfachend so gewéahlt, dass die Langsach-
se des Leiters der z-Achse entspricht. Abbildung 5.3 zeigt eine schlanke Dipolan-
tenne mit Radius p < A und Lénge [ als Beispiel einer linearen Antenne.

Der Strom I(2’) flieit ausschlielich in z-Richtung, so dass der hier aufgrund
der Antennensymmetrie nur vom Poldistanzwinkel ¢ abhéngende vektorielle Rich-
tungsfaktor F gemaf (4.42) in kartesischen Koordinaten nur eine z-Komponente

F,(9) = [ 1(/) e =D gz (5.13)
l
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T
[\)
>
Xy

53

s (Y

1

Abbildung 5.3.: Schlanke Dipolantenne

hat. In Kugelkoordinaten verschwindet die ¢-Komponente F,(J) = 0 und die
¥-Komponente ist

Fy(9) = —sin(v) f ") P o) 4 (5.14)

FE(19 !

Eg(9)

siche (4.15). Die ebenfalls von Null verschiedene r-Komponente F (9) interes-
siert hier nicht weiter. Der Richtungsfaktor Fy(1)) einer aus gleichartigen und
gleich ausgerichteten Elementarantennen, hier idealen elektrischen Dipolen, zu-
sammengesetzten Antenne entspricht stets dem Produkt aus Elementrichtungs-
faktor F'g(1) und Gruppenrichtungsfaktor Fq (). Diesen allgemeingiiltigen Zu-
sammenhang bezeichnet man als multiplikatives Gesetz. Der Gruppenrichtungs-
faktor

f] ) el cos?) 1/ (5.15)

beschreibt das Zusammenwirken der infinitesimalen, die Strombelegung I(2’) ap-
proximierenden, idealen elektrischen Dipole. Der im Integral auftretende Faktor
8% col?) heriicksichtigt die sich aus den geometriebedingten Pfadlingenverkiir-
zungen z’' cos(¥) ergebenden Phasenverschiebungen, sieche Abbildung 5.4.

Die Richtcharakteristik (5.5) ergibt sich entsprechend dem multiplikativen Ge-
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z
A
P4
-
-
-
hv -
-
Z/ —
P4
-
-
-
-
~
0 -
2’ cos ()

Abbildung 5.4.: Geometriebedingte Pfadlangenverkiirzung 2’ cos(?)

setz zu

Ey()] _ |Ee(¥) Ec(W)] . [ (9)]
c) = = ~ |sin (v ) 5.16
( ) ‘Eﬁ‘max |EEEG‘D’1&X ‘?é;)l ‘EG|max ( )

Cg(9)

Die Richtcharakteristik C'(¢) ist proportional zum Produkt aus Elementrichtcha-
rakteristik Cg(¥) und Gruppenrichtcharakteristik C(¥). Es gilt Gleichheit, falls
die Hauptstrahlrichtungen der Elementrichtcharakteristik Cg(¢) und der Grup-
penrichtcharakteristik Cg(1)) zusammenfallen. Den Richtfaktor kann man wegen
der Rotationssymmetrie um die z-Achse gemafl

D= (5.17)

aus der Richtcharakteristik C'(¥)) berechnen, siehe (5.9).
Wenn man den Gruppenrichtungsfaktor F'(¢J) nicht als Funktion des Poldi-
stanzwinkels 9 sondern als Funktion der z-Komponente

B, = Bcos(V) (5.18)

des in die betrachtete Ausbreitungsrichtung zeigenden Phasenvektors 5 gemaf
(2.13) betrachtet, erkennt man, dass der Gruppenrichtungsfaktor

Fo(f,) = [ 1()) &% a2 (5.19)
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die Fourier-Transformierte der Strombelegung I(z') ist. Man spricht von der
Strombelegung I(2’) im Ortsbereich und dem Gruppenrichtungsfaktor Fq(85,)
im Wellenzahlbereich. Die quadrierte Gruppenrichtcharakteristik ist proportional
zum Betragsquadrat des Gruppenrichtungsfaktors

C&(B,) ~ |Ea(B,)°

und das Betragsquadrat des Gruppenrichtungsfaktors ergibt sich nach den Ergeb-
nissen der Signaltheorie als Fourier-Transformierte der Autokorrelationsfunktion
der Strombelegung I(z'):

[Fa(B)] =E&(8,) Ea(6,)
_ f [* l/ —Jﬂzz dZ” j [ ejﬂzz dZ

:f fl*(z”)l(z)ejﬂzz_z dz" d7

= j j I'(2") (2" + ) d2" &% d2

Autokorrelationsfunktion

Fourier-Transformation

Diese in Abbildung 5.5 dargestellten Zusammenhénge erweisen sich als aufleror-
dentlich niitzlich, da sie es ermoglichen, aus der Signal- und Systemtheorie bekann-
te Verfahren auch zur Antennenanalyse und zur Antennensynthese einzusetzen.

5.2.2. Dipolantennen mit sinusformiger Strombelegung

Mit numerischen Untersuchungen wie zum Beispiel mit der Momentenmethode
und auch mit approximativen feldtheoretischen Betrachtungen findet man, dass
die Strombelegung auf einer in der Mitte mit dem Strom I, gespeisten schlanken
Dipolantenne mit Radius p < A in guter Naherung sinusférmig ist:

l(g/) ) [Osin<fi£2(ﬂ_é)z')) 12 < <12 |

0 sonst

(5.20)

Mit der nun bekannten Strombelegung I(z’) ist die weitere Analyse der Dipolan-
tenne einfach. Der Gruppenrichtungsfaktor ergibt sich gemafl (5.19) als Fourier-
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EG(/BZ)

Belegungsfunktion Auto- Autokorrelationsfunktion

‘ korrelation

—

| O L | |

-2 0 2 —4 0 4

) )

: :

Gruppenrichtungsfaktor quadrierte Gruppenrichtcharakteristik
sichtbar 9 sichtbar
| | ~ 1F |
—
Al
O
W f\/\7
-1 0 1 0 -1 0 1
B./8 B./B

B, = Beos(V),\/

Gruppenrichtcharakteristik

Ur  9=0 =
6 6

N

Abbildung 5.5.: Ortsbereich und Wellenzahlbereich
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Transformierte der Strombelegung I(z'):**

/2 . [,
EG(/BZ) - f lOSln(ﬂ <2 |Z |)) ejﬁzz’ dZ,

i sin(ﬁé)
B G=)
- Oj 21, sin(ﬁé) cos(3,2") dz

(5.21)

1, {COS<5% — (B, +B) 2') Cos(ﬂ% + (8, - B) 21)}1/2

sin(43) G+B B-8 N
L cos(b’zé) — cos(ﬁé) - cos(b’zé) — cos(b’é)
- sin(03) B+ 5,— 8

261, cos(ﬁé) - cos(ﬁzé)
a(sh)  m-p

2

Die Richtcharakteristik C'(5,) entspricht gemaf (5.16) dem normierten Betrag des
mit dem Elementrichtungsfaktor F';(/3,) multiplizierten Gruppenrichtungsfaktors
F(B,). Die in Abbildung 5.6 gezeigten Richtcharakteristiken C'(9) sind als Funk-
tionen des Poldistanzwinkels ) dargestellt, siehe (5.18). Fur grofie Langen [ > A
der Antenne bilden sich zusétzlich zu den Hauptkeulen auch noch Nebenkeulen
aus. Die Anzahl der Nebenkeulen nimmt mit wachsender Lange [ der Antenne zu.
Die zugehorigen Richtfaktoren D wurden mit (5.17) numerisch berechnet.

Aufgabe 5.1 Berechnen Sie den Richtfaktor D einer schlanken Dipolantenne der
Linge I = X\/2 mit sinusformiger Strombelequng I(2')!

Aufgabe 5.2 Berechnen Sie die Richtcharakteristik C(0) einer schlanken Dipol-
antenne der Ldange | mit konstanter Strombelegung

/

1) {10 lj2<2 <12,
0  sonst

Skizzieren Sie die Richtcharakteristik C(9) fir l = \/2 und | = 4\! Vergleichen

Sie das Ergebnis mit der Richtcharakteristik eines idealen elektrischen Dipols und
einer Dipolantenne der Lange | = /2 mit sinusférmiger Strombelegung!

2Es wird die Eulersche Formel e/® = cos(a) + jsin(a) verwendet.

3Es wird das Additionstheorem sin(a) cos(8) = 3 (sin(a — 3) + sin(a + 3)) verwendet.
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(a) I =A/2, D =164

ur =0
6:‘

s

w3y

VB

() 1=3)/2, D =223

(b) I=\, D =241

ur 9=

s
6 6

w3y

VB

(d) I =4\, D = 3,56

Abbildung 5.6.: Richtcharakteristiken C'(9) von Dipolantennen mit sinusférmiger
Strombelegung I(2’). In Abbildung 5.6a gestrichelt zum Vergleich

idealer elektrischer Dipol
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5.3. Aperturantennen

5.3.1. Aligemeine Betrachtungen zu Aperturantennen

Abbildung 5.7 zeigt eine Hornantenne als Beispiel einer Aperturantenne. Die Feld-
verteilung in der Apertur, die der Hornéffnung entspricht, ist in guter Naherung
die der anregenden Hohlleiterwelle, das heifit normalerweise einer TE; o-Welle.
Nach dem Huygens’schen Prinzip kann man das abgestrahlte elektromagnetische
Feld ausgehend von ersatzweise angenommenen Fliachenstromdichten in der Aper-
tur berechnen.

Abbildung 5.7.: Hornantenne fiir das X-Band (8,2 GHz — 12,4 GHz). Trichterfor-
mig aufgeweiteter Hohlleiter WR 90. Weiterhin links sichtbar ein
Ubergang von Koaxialleitung auf Hohlleiter

Im Folgenden soll allgemein das Zustandekommen der Richtcharakteristik bei
einer als bekannt vorausgesetzten zweidimensionalen Strombelegung in der Aper-
tur betrachtet werden. Es werden folgende vereinfachende Einschrinkungen ge-
macht:

o Die Apertur liege in der y-z-Ebene. Letzteres ldsst sich durch geeignete Wahl
des Koordinatensystems erreichen.

o Es gebe nur eine elektrische Fléachenstromdichte J; r, das heiffit die magneti-
sche Flichenstromdichte M r sei Null. Sollte es auch eine magnetische Fla-
chenstromdichte M r geben, so kann man separat in dualer Vorgehensweise
das von ihr abgestrahlte elektromagnetische Feld berechnen. Anschliefend
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iiberlagert man die von elektrischer Flachenstromdichte jF und magne-
tischer Fléchenstromdichte My abgestrahlten elektromagnetischen Felder
vektoriell.

« Die elektrische Flichenstromdichte .J; r habe nur eine z-Komponente. Sollte
es auch eine y-Komponente geben, so kann man separat in dualer Vorgehens-
weise das von dieser y-Komponente abgestrahlte elektromagnetische Feld
berechnen. Anschliefend tiberlagert man die von den verschiedenen Kompo-
nenten der Flichenstromdichte .J r abgestrahlten elektromagnetischen Fel-
der vektoriell.

Abbildung 5.8 zeigt das beschriebene Szenario.

in(v) cos(p) Uy + B sin(d) sin(p) dy + [ cos(V) u,

Abbildung 5.8.: Aperturantenne

Mit dem in die betrachtete Ausbreitungsrichtung zeigenden Phasenvektor 5
gemdf (2.13) und dem Ortsvektor r’ des Flachenelements d A’ folgt

(8,77) = By sin(p) sin(9) + B2 cos(9)
siehe Abbildung 5.8. Damit berechnet man den Gruppenrichtungsfaktor

Ee(9,¢) = ﬂ T,y 2') P sine) st e coti)) g (5.22)
A/

vergleiche (4.42) und (5.15).
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Der Richtungsfaktor ergibt sich gemafi dem multiplikativen Gesetz zu

Evﬂ(ﬁv ()0) = EE<197 @) EG<197 @) - - Sin(ﬁ) EG (797 ()0) ) (523>

vergleiche (5.14). Die Richtcharakteristik (5.5) ergibt sich entsprechend dem mul-
tiplikativen Gesetz zu

’ |E79 |max |EEEG | max |EG |max . .
clv,p

Die Richtcharakteristik C'(¢, ) ist proportional zum Produkt aus Elementricht-
charakteristik Cg (¥, ¢) und Gruppenrichtcharakteristik Cq (¥, ). Es gilt Gleich-
heit, falls die Hauptstrahlrichtungen der Elementrichtcharakteristik Cg(9, ¢) und
der Gruppenrichtcharakteristik Cq (¥, ¢) zusammenfallen.

Mit der y-Komponente

By = [ sin(p) sin(v) (5.25)
und der z-Komponente

B, = [ cos(V) (5.26)
des Phasenvektors 5’ aus Abbildung 5.8 folgt fiir den Gruppenrichtungsfaktor

EG(B}” BZ) = ff le (y/7 Z,) ej(ﬁyyl+BZZ/) dy/ dzla (527)
Al

das heifit der Gruppenrichtungsfaktor Fq(fy, 5,) ist die zweidimensionale Fourier-
Transformierte der Strombelegung J, (v, 2').

Die Orte konstanten Poldistanzwinkels ¢ entsprechen Orten konstanten (3, in
der f3,-8,-Ebene, siche Abbildung 5.9. Weiterhin gilt*

(3 (3 oo

das heifit die Orte konstanten Azimutwinkels ¢ entsprechen Ellipsen in der 3-4,-
Ebene, siehe Abbildung 5.9.

Héaufig ist die Hauptstrahlrichtung senkrecht zur Apertur. Fiir einen kleinen
Bereich um diese Hauptstrahlrichtung ¢ = 7/2 und ¢ = 0 beziehungsweise f; = 0

1Es gilt sin?(a) + cos?(a) = 1.

116



5.3. Aperturantennen

> B,/8 = sin(p) sin(9)

Abbildung 5.9.: Abbildung der ¥-¢-Ebene auf die fy-3,-Ebene

und (3, = 0 erhalt man die folgenden linearen Approximationen:

sin(¥) ~1, (5.28)
cos(1) %g — 4, (5.29)
sin(yp) =, (5.30)
By =P, (5.31)
8, ~f <g _ 19> . (5.32)

5.3.2. Aperturantennen mit konstanter Strombelegung

Es wird die in Abbildung 5.10 gezeigte rechteckférmige Apertur mit konstanter
Strombelegung

a / a b / b
JFO —§<y<§und—§<z<§

ey, 7)) = { (5.33)

0 sonst

betrachtet.
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n
v

a

Abbildung 5.10.: Rechteckférmige Apertur

Der Gruppenrichtungsfaktor ergibt sich gemaf} (5.27) als zweidimensionale Fourier-
Transformation der Strombelegung Jg,(v', 2'):°

b a
2 2
EG(By’ ﬁz) - j J‘ JFO ej(ﬁyy/+5zz’) dy/ dZ/
F=—3¥="3
i 5
=Jro f cos(Byy’) dy' f cos(,2') dz’ (5.34)

b
2

sin(%ﬁy) sin(%ﬁz) a b
—Jpoab— — Jpoab si(—ﬁ ) si25,).
56}’ gﬁz 2 Y 2
Die Fourier-Transformierte si(-) des Rechteckimpulses wird als Spaltfunktion be-

zeichnet. Abbildung 5.11 zeigt die sich aus dem Gruppenrichtungsfaktor mit (5.24)
ergebende Gruppenrichtcharakteristik®
(b
si 5@ : (5.35)

i

CG(B}" BZ> =

i(3%)

Die Hauptstrahlrichtung der rechteckférmigen Aperturantenne mit konstanter
Strombelegung ist 8y = 0 und 3, = 0, das heiBt senkrecht zur Apertur.” Den

°Es wird die Eulersche Formel e/ = cos(a) + jsin(a) verwendet.

SEs gilt si(0) = 1.

"Aus Symmetriegriinden strahlt die rechteckférmige Aperturantenne mit konstanter Strom-
belegung in positive wie in negative xz-Richtung ab. Es handelt sich jedoch typischerweise
um eine mit dem Huygens’schen Prinzip gefundene virtuelle Antenne. Da die reale Antenne
nur in positive z-Richtung abstrahlt, ist auch nur dieser Teil des elektromagnetischen Feldes
zu beriicksichtigen.
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CG(B}H BZ)

//
///I;lllll "" 0“\\\

X
/ W/
B SSN
AKX
W%%“\v/;/;

sl

i
Al e

I'l"?ft':'!'llll )

Z LN

s S s
HBSRUS
LRI

0.5 05
B,/ B = cos(¥) -1 -1 B,/B = sin(p) sin(d)

Abbildung 5.11.: Gruppenrichtcharakteristik Cg(fBy, 3,) einer rechteckférmigen
Aperturantenne mit konstanter Strombelegung. Breite a = 4\
und Hohe b = 2\

Richtfaktor D kann man mit (5.9) berechnen. Das dabei zu berechnende Integral
ist allerdings nur fiir den Sonderfall in Relation zur Wellenlange A groflier Ab-
messungen a > A und b > A\ ndherungsweise analytisch berechenbar. Dann ist
die Strahlungsleistung in einer schmalen Hauptkeule um die Hauptstrahlrichtung
konzentriert. Im Bereich signifikanter Werte der Richtcharakteristik (5.24) gilt
dann wegen (5.28) ndherungsweise

C*(By, B,) ~ C&(By. Bs) -
Fiir den Richtfaktor (5.9) folgt mit (5.31) und (5.32)

4 4732
D =~ T ~ ™5 . (5.36)

o0 oo

[T cawpydedd | | CA(B,.5.)dB, 5,

Y=—00 p=—00 Bz=—00 By=—00
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Einsetzen der Gruppenrichtcharakteristik ergibt mit (4.43) der Richtfaktor®

4732 4

[ si2(48y) si2(55,) dBy s,

Bz=—00 By=—00

D =~

Aufgabe 5.3 Berechnen Sie die Gruppenrichtcharakteristik C(By, B,) einer recht-
eckformigen Aperturantenne mit kosinusformiger Strombelequng

ipocos<£g) —5 <y <gund —5 <<

le(yla Z,) = { )

N o
NS

N

0 sonst

wie sie beispielsweise bei einer Hornantenne bei Anregung mit einer TE; o- Welle
auftritt! Berechnen Sie fir den Sonderfall in Relation zur Wellenlinge \ grofer
Abmessungen a > X und b > X den Richtfaktor D abhdngig von Breite a, Hohe b
und Wellenldnge A ndherungsweise aus der Gruppenrichtcharakteristik Ca(By, 8,)!
Beriicksichtigen Sie wieder nur das in positive x-Richtung abgestrahlte elektroma-
gnetische Feld.

5.4. Gruppenantennen

5.4.1. Alligemeine Betrachtungen zu Gruppenantennen

Gruppenantennen bestehen aus N Antennenelementen. Abbildung 5.12 zeigt als
Beispiel eine zirkulare Gruppenantenne. Die Speisestrome I,,, n = 0... N — 1,
der Antennenelemente haben im Allgemeinen unterschiedliche Amplituden und
Nullphasen. Die von den Antennenelementen abgestrahlten elektromagnetischen
Felder iiberlagern sich vektoriell.

Im Folgenden sollen die Grundprinzipien der Gruppenantennen unter verein-
fachenden, aber in praktischen Realisierungen haufig zumindest ndherungsweise
erfiillten Voraussetzungen erlautert werden:

o Die Gruppenantenne besteht aus identischen gleich orientierten Antennen-
elementen.

o Die Antennenelemente beeinflussen sich gegenseitig nicht. Diese Ndherung
ist nur bei hinreichend grofien Antennenelementabstinden zuléssig.

Mit
—+o0
®Es wird das bestimmte Integral [ si®(ax)dz = {7 verwendet.
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5.4. Gruppenantennen

Abbildung 5.12.: Zirkulare Gruppenantenne eines Drehfunkfeuers

e dem von einem einzigen Antennenelement im Ursprung bei Speisung mit
dem Strom Iy erzeugten Richtungsfaktor F'g,

o der Position 7/,, des n-ten Antennenelements und

« dem in die durch Poldistanzwinkel ¢ und Azimutwinkel ¢ beschriebene be-
trachtete Ausbreitungsrichtung zeigenden Phasenvektor  geméaf (2.13)

folgt fiir den von der Gruppenantenne erzeugten Richtungsfaktor

=,
I

I~

3

(Du
=
5
2

(5.38)

vergleiche (4.42) und (5.15). Der in der Summe auftretende Faktor elB77n) beriick-
sichtigt die sich aus den geometriebedingten Pfadlangenverkiirzungen ergebenden
Phasenverschiebungen. Das Zusammenwirken der Antennenelemente wird durch
den Gruppenrichtungsfaktor

Fo(d,0) =Y L, (5.39)
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beschrieben. Er ist von der Art der Antennenelemente unabhéngig. Die Richtcha-
rakteristik (5.5) ergibt sich entsprechend dem multiplikativen Gesetz zu

B0 o r0.0] B0l 1r.e)
S R £, I

CG(ﬂv‘p)

. (5.40)

max

max max

CE(ﬂ#’)

Die Richtcharakteristik C'(¢, ) ist proportional zum Produkt aus Elementricht-
charakteristik Cg(1, ¢) und Gruppenrichtcharakteristik

_ Ec(, 9]

Ca(9, ¢) = - (5.41)

max

Es gilt Gleichheit, falls die Hauptstrahlrichtungen der Elementrichtcharakteristik
Cg(9, ¢) und der Gruppenrichtcharakteristik C (9, ¢) zusammenfallen.

Der Entwurfsraum der Gruppenantennen bietet viele zur Optimierung der Grup-
penrichtcharakteristik C (v, ¢) nutzbare Freiheitsgrade wie

o die rdumliche Anordnung und Ausrichtung der Antennenelemente,

o die Ausrichtung der Gruppenantenne im Raum relativ zur gewiinschten
Hauptstrahlrichtung,

o die relativen Betrage der Speisestrome [,,, n=0... N — 1, und
o die Nullphasen der Speisestréome I,,, n =0... N — 1.

Die Moglichkeit, die Richtcharakteristik C(1, ¢) einer Gruppenantenne auf elek-
tronischem Wege insbesondere durch phasenverschobenes Ansteuern der Anten-
nenelemente zu beeinflussen, wird in vielen Anwendungen in der Radartechnik
(Phased Array Radar) und in der Funkkommunikationstechnik (MIMO-Systeme)
genutzt.

5.4.2. Lineare Gruppenantennen
5.4.2.1. Aligemeine Betrachtungen zu linearen Gruppenantennen

Im Folgenden sollen exemplarisch lineare Gruppenantennen betrachtet werden.
Die identischen gleich ausgerichteten Antennenelemente seien im gleichen gegen-
seitigen Abstand d auf der z-Achse angeordnet, siche Abbildung 5.13. Die Position
des n-ten Antennenelements sei

¥ = 2,1, = ndi,. (5.42)
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z
N -1
. /V
: -
; 7
vl
7
/V
7
d i
d cos(1))

+——
0

Abbildung 5.13.: Lineare Gruppenantenne

Die Anordnung ist rotationssymmetrisch beziiglich der z-Achse.
Mit dem in die betrachtete Ausbreitungsrichtung zeigenden Phasenvektor 5’
geméB (2.13) folgt
(5, ) = Bndcos(V),
siche Abbildung 5.13. Durch Einsetzen in (5.39) erhélt man den wegen der Anten-
nensymmetrie nur vom Poldistanzwinkel ¢ abhéngenden Gruppenrichtungsfaktor

N—-1
Fo(9) =Y I, endes?) (5.43)
n=0

Mit der Substitution
fa = Bdcos() (5.44)

erkennt man, dass sich der Gruppenrichtungsfaktor

N-1
Fq(Ba) = Y L, %" (5.45)
n=0

als Fourier-Reihe mit den Koeffizienten 1,,, n = 0... N — 1, ergibt. Zur Analyse
und Synthese von Gruppenantennen sind daher Methoden der digitalen Signal-
verarbeitung anwendbar | ; |. Insbesondere entspricht das Problem des
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Entwurfs einer Strombelegung 1,,, n = 0... N — 1, zum bestmdoglichen Appro-
ximieren eines gewtinschten Gruppenrichtungsfaktors F¢(fq) mathematisch dem
Problem des Entwurfs der Koeffizienten eines digitalen Filters zum bestmoglichen
Approximieren einer gewiinschten Ubertragungsfunktion.

Die Koeffizienten I,,, n = 0... N — 1, kann man auch als Abtastwerte einer
kontinuierlichen Strombelegung ansehen. Der Gruppenrichtungsfaktor F'o(/3q) ist
infolge des Abtastens der Strombelegung im Ortsbereich eine periodische Funktion
mit der Periode 27, vergleiche Anhang C.1.7. Im gesamten Winkelbereich gilt
—1 < cos(¥) < 1. Zum Vermeiden sichtbarer periodischer Wiederholungen des
Gruppenrichtungsfaktors F¢(fq) muss daher entsprechend dem Abtasttheorem
fiir den Antennenelementabstand

2m > [d2,

das heif}t N

d < 5 (5.46)
gelten, siehe Abbildung 5.14. Die endliche Ausdehnung der Gruppenantenne im
Ortsbereich kann man als Ergebnis der Multiplikation mit einer Fensterfunkti-
on auffassen, vergleiche Anhang C.1.4. Im Wellenzahlbereich ist der Gruppen-
richtungsfaktor der zunéchst unendlich ausgedehnten Strombelegung dann mit
der Fourier-Transformierten der Fensterfunktion zu falten, um den Gruppenrich-
tungsfaktor Fo(fq) der endlich ausgedehnten Gruppenantenne zu erhalten. Dies
fithrt im Allgemeinen zu einer Verbreiterung der Maxima und zu zusétzlichen
Nebenmaxima der Gruppenrichtcharakteristik Cq (9, ¢).

5.4.2.2. Lineare Gruppenantennen mit Strombelegung konstanten
Phasendekrements

Strombelegung konstanten Phasendekrements Im Folgenden seien die Am-
plituden der Speisestrome I,,, n =0... N — 1, alle gleich:

L] = [ Lol -

Weiterhin seien auch die relativen Phasenverschiebungen der Speisestrome be-
nachbarter Antennenelemente gleich. Der n-te Speisestrom ergibt sich dann mit

dem Phasendekrement v zu .
I, =1Iye ™. (5.47)
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Hauptkeulen L om

@)y

S

Hauptkeulen
o Gitterkeulen

Hauptkeulen
o Gitterkeulen

(c)d=\ N=4 (d)d=2\ N=2

Abbildung 5.14.: Einfluss des Antennenelementabstands d auf die Gruppenricht-
charakteristik Cg(1)) einer linearen Gruppenantenne mit kon-
stanter Strombelegung I,, = I, n = 0...N — 1. Die Grofle
der gesamten Apertur ist konstant Nd = 4\. Bei kleinem An-
tennenelementabstand d konvergiert die Gruppenrichtcharakte-
ristik Cg(¥) gegen die sich bei einer kontinuierlichen Strom-
belegung ergebenden Richtcharakteristik, vergleiche Abbildung
E.5b. Man beachte, dass die Richtcharakteristik in Abbildung
E.5b zusétzlich mit der Elementrichtcharakteristik Cg(d) =
|sin(¥)| gewichtet ist, was jedoch nur im Bereich der Neben-
keulen (Side Lobes) sichtbar ist. Unterabtasten fithrt zu als Git-
terkeulen (Grating Lobes) bezeichneten periodischen Wiederho-
lungen der Hauptkeulen (Main Lobes)
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Gruppenrichtungsfaktor Mit (5.45) erhéilt man den Gruppenrichtungsfaktor?!
1 — o-iNY GiNBa

1 — e~ ¥ eiBa
oI5 (Ba=) _ oi5 (Ba—v)
e I3 (Ba—v) _ giz(Ba—v)

Ee(ﬂd) =1

=1, ¢z (=)

(5.48)
in(X —
_ NI, & Ba) siny (5 — v)) .
Nsin(% (Ba — 1/1))
din(Ba—)
Die hier auftretende Funktion diy(-) wird als Dirichlet-Kern bezeichnet.
Hauptstrahlrichtung In der Hauptstrahlrichtung
ﬂd,max - w (549)

des Gruppenrichtungsfaktors F'(/34) werden die geometriebedingten Phasenver-
schiebungen durch das Phasendekrement ¢ kompensiert, siehe (5.48). Mit (5.44)
findet man den zugehorigen Azimutwinkel

Vmax = arccos(%) . (5.50)

Der Maximalwert des Betrags des Gruppenrichtungsfaktors F(84) ergibt sich
aus (5.48) mit der de 'Hospitalschen Regel zu'!

1 Elnax = NV Lo - (5.51)

Bei groferen Abstdnden d > A/2 der Antennenelemente kann es weitere, als
Gitterkeulen bezeichnete, sichtbare periodische Wiederholungen der Hauptkeule
geben. Die Hauptstrahlrichtung der Gruppenantenne weicht bei nicht omnidi-
rektionalen Antennenelementen moglicherweise von der hier berechneten Haupt-
strahlrichtung des Gruppenrichtungsfaktors F(5q) ab.

N-1

1— N
9Es wird die Summenformel ) ¢" = i der endlichen geometrischen Reihe verwendet.

1—_2

n=0
0Es wird die Eulersche Formel e/ = cos(a) + jsin(a) verwendet.
HEs gilt din(0) = 1.
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Nullstellen Nullstellen des Gruppenrichtungsfaktors Fo(/3q) geméf (5.48) erge-
ben sich, sofern keine Gitterkeulen auftreten, fiir

sin(% (Bao — w)> =0,

das heifit )
Bao = % F, me=41,42, ... (5.52)

Mit (5.44) findet man die zugehorigen Azimutwinkel

2mm
NTY

Yo = arccos<7> , m==+1,4+2 ... (5.53)

Richtfaktor Es sei vorausgesetzt, dass die Hauptstrahlrichtungen der Elemen-
trichtcharakteristik Cg(/q) und der Gruppenrichtcharakteristik Cg(f4) zusam-
menfallen. In der Hauptstrahlrichtung iiberlagern sich die elektromagnetischen
Felder der Antennenelemente konstruktiv, das heifit die von der Gruppenanten-
ne abgestrahlten Feldstarken in Hauptstrahlrichtung sind N-mal so grofl wie die
von einem einzigen Antennenelement abgestrahlten Feldstirken. Die Intensitat
S ist folglich um den Faktor N? erhoht. Wenn man noch beriicksichtigt, dass
die von der Gruppenantenne insgesamt abgestrahlte Leistung P das N-fache der
von einem einzigen Antennenelement abgestrahlten Leistung ist, ergibt sich der
Richtfaktor der Gruppenantenne zu

D = DgN, (5.54)

wobei Dg der Richtfaktor des Antennenelements ist.

Gruppenrichtcharakteristik Die Gruppenrichtcharakteristik erhalt man geméaf
(5.41) durch Normieren des Betrags des Gruppenrichtungsfaktors (5.48) auf seinen
Maximalbetrag || IV:

N-1
Calfa) = | X ") = [din (5 — ). (559)
n=0

In Abbildung 5.15 sind die Gruppenrichtcharakteristiken Cg (1)) einiger exempla-
rischer linearer Gruppenantennen als Funktionen des Poldistanzwinkels 9 dar-
gestellt, siehe (5.44). Zum Ermitteln der Richtcharakteristiken C(¢) der Grup-
penantennen wére noch eine Wichtung mit der Elementrichtcharakteristik Cg(1)
erforderlich.
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us us
2 2
3 3
us us
2 2
/ / o

(¢) ¥ = V37/2, Imax = 7/6 (d) ¥ =7, Ymax = 0

Abbildung 5.15.: Schwenken der Hauptstrahlrichtung der Gruppenrichtcharakte-
ristik Cg (1) einer linearen Gruppenantenne aus zwei Antennen-
elementen durch Einstellen des Phasendekrements 1. Antennen-

elementabstand d = \/2

128



5.4. Gruppenantennen

Aufgabe 5.4 FEs wird eine lineare Gruppenantenne aus N omnidirektionalen An-
tennenelementen mit einer Strombelegung konstanten Phasendekrements 1 be-
trachtet. Berechnen Sie mit (5.9) den Richtfaktor D aus der Richtcharakteristik

CW) = —

!
N

N—-1
3 enlBdeotd)=v)

n=0

Wie erklaren Sie sich die Abweichung zu dem in (5.54) angegebenen Wert D = N ?

Aufgabe 5.5 Fs wird eine lineare Gruppenantenne aus N Antennenelementen
n=0...N —1 mit binomialer Strombelegung betrachtet. Die Antennenelemente
sind entlang der z-Achse im Abstand d angeordnet. Mit dem Binomialkoeffizienten
gilt fir den Speisestrom des n-ten Antennenelements

ln:l0<N_1>:l (N —1)!

n Opl (N —1—n)

Bei binomialer Strombelequng ldsst sich die Gruppenantenne aus N + 1 Anten-
nenelementen als Kombination zweier um d gegeneinander verschobener Grup-
penantennen mit jeweils N Antennenelementen darstellen, siehe Abbildung 5.16.
Bestimmen Sie die Gruppenrichtcharakteristik einer Gruppenantenne aus N An-
tennenelementen mit binomialer Strombelequng! Berechnen Sie den Richtfaktor
D einer Gruppenantenne aus N omnidirektionalen Antennenelementen mit bino-
mialer Strombelegung fir einen Antennenabstand von d = \/2!

lD. — 10.
Iye + —_— e

l(). lo.
Lye + Lye . 2Ie
lo' lo'
l(). lo.

iO. 210. — 310.
21,e + lje == 3,e
Lo Lo

Abbildung 5.16.: Rekursives Konstruieren einer binomialen Strombelegung
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Ausbreitung elektromagnetischer Wellen

6.1. Freiraumausbreitung

6.1.1. Wirkflache

Eine als Empfangsantenne betriebene Antenne sei einer einfallenden ebenen ho-
mogenen Welle ausgesetzt. Die Antenne gibt dann an den Empfanger eine Emp-
fangsleistung Pr ab, die proportional zur Intensitdt S der einfallenden ebenen
homogenen Welle ist. Bei sowohl beztiglich der Raumrichtung optimaler Ausrich-
tung als auch beziiglich der Polarisation optimaler Anpassung der Antenne und
bei Leistungsanpassung gibt die Antenne die Empfangsleistung

Py = SAg (6.1)

an den Empfanger ab. Der Proportionalitatsfaktor Ag hat die Einheit einer Flache
und wird als Wirkflache der Antenne bezeichnet. Die Wirkflache Agr entspricht
im Allgemeinen nicht der geometrischen Querschnittsfliche der Antenne. Nur bei
groflen Aperturantennen entspricht die Wirkfliche Agr ndherungsweise der geo-
metrischen Querschnittsfliche der Antenne.

6.1.2. Empfangsleistung

Es wird die in Abbildung 6.1 gezeigte Funkiibertragungsstrecke betrachtet. Der
Abstand r zwischen Sender und Empfanger sei grof§ im Vergleich zur Wellenlédnge
A und zu den Antennenabmessungen, das heifit der Empfinger befindet sich im
Fernfeld des Senders.

Sowohl der Sender als auch der Empfanger seien leistungsangepasst. Die vom
Sender an die Sendeantenne abgegebene Sendeleistung ist Pr. Mit dem Gewinn
Gt der Sendeantenne ist die vom Sender am Ort des Empfangers erzeugte Inten-
sitdt bei optimaler Ausrichtung der Sendeantenne

42

S

Gr, (6.2)
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\4

PT PR .
Sender Empfanger
Gr Ar

Abbildung 6.1.: Funkiibertragungsstrecke

siche (5.2) und (5.3). Die Empfangsleistung ergibt sich mit der Wirkflache Ag
der Empfangsantenne bei optimaler Ausrichtung der Empfangsantenne und bei
Polarisationsanpassung zu

Pr
42

PR = SAR = GTAR, (63)
siche (6.1). Die Empfangsleistung Pr nimmt mit 1/r? ab, das heifit der Damp-
fungsexponent ist zwei. Das Verhéltnis

Pr 1

— = ——=GrA 6.4

Pr 4mr2 R (64)
aus Empfangsleistung und Sendeleistung wird als Ubertragungsfaktor bezeich-
net. Der Ubertragungsfaktor entspricht aufgrund der hier angenommenen Leis-
tungsanpassungen dem in Abschnitt 12.4.6 eingefithrtem maximalen verfiigbaren
Leistungsgewinn Gyag der als Zweitor betrachteten Funkiibertragungsstrecke.

6.1.3. Zusammenhang zwischen Gewinn und Wirkflache

Der Funkkanal ist reziprok, weil die Antennen und die Szenarien, in denen sich
die elektromagnetischen Wellen ausbreiten, praktisch ausschlieBlich aus linearen
und isotropen Materialien bestehen. Jede Sendeantenne ist auch als Empfangsan-
tenne nutzbar und umgekehrt. Insbesondere hingt der Ubertragungsfaktor (6.4)
einer Funkiibertragungsstrecke nicht davon ab, welche der beiden Antennen als
Sendeantenne und welche als Empfangsantenne genutzt wird. Es sind folglich zwei
Ubertragungsrichtungen zu vergleichen:

1. Antenne 1 mit dem Gewinn G wird als Sendeantenne und Antenne 2 mit
der Wirkfliche A, wird als Empfangsantenne genutzt. Der Ubertragungs-

faktor ergibt sich zu
Pr 1
— = As.
Py a1
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6.1. Freiraumausbreitung

2. Antenne 2 mit dem Gewinn G5 wird als Sendeantenne und Antenne 1 mit
der Wirkfliche A; wird als Empfangsantenne genutzt. Der Ubertragungs-
faktor ergibt sich zu

Pr 1

Pr = mGQAl.
Aus der Gleichheit der beiden Ausdriicke folgt

A Ay

G Gy

Das Verhéltnis aus Gewinn G und Wirkfliche A ist fiir alle Antennen gleich.
Die Wirkflache einer groien rechteckférmigen verlustfreien Aperturantenne mit
konstanter Strombelegung entspricht der geometrischen Querschnittsflache

A = ab.

Einsetzen des in (5.37) berechneten Richtfaktors D, der wegen der hier ange-
nommenen Verlustfreiheit 7 = 1 dem Gewinn G entspricht, ergibt die fiir alle
Antennen gultige Beziehung

A N

C =i (6.5)
zwischen Gewinn und Wirkfliche. Ublicherweise wird in Datenbléittern nur der
Gewinn G einer Antenne angegeben. Die Wirkfldche A ldsst sich dann einfach
berechnen.

Man kann nun die Wirkfliche Agr als Funktion des Gewinns G in (6.3) ein-

setzen und erhélt die Friis-Ubertragungsgleichung | It
3\ 2
Pr=Pr|— | GpGg. .6
o= () G (66)

Die Empfangsleistung nimmt mit wachsender Kreisfrequenz w, das heifit sinkender
Wellenlange A quadratisch ab.

Aufgabe 6.1 Im Fernfeld einer Sendeantenne im Abstand r = 1000m befinde
sich eine Empfangsantenne. Die Sendeleistung sei Pr = 100 W. Es werde ange-
nommen, dass die Sendeantenne omnidirektional ist. Die Empfangsantenne sei
auf die Sendeantenne optimal ausgerichtet, polarisationsangepasst und an den
Empfingereingang leistungsangepasst. Die Wirkfliche der Empfangsantenne sei
Ag = 1m?. Der Gewinn der Empfangsantenne sei Gr = 10. Bestimmen Sie die
Wellenlinge X\, die Intensitat S am Ort der Empfangsantenne und die Empfangs-
leistung Pr!

'Wenn man Leistungsverhéltnisse und Gewinne logarithmisch in der Pseudoeinheit dB an-
gibt, wird aus der Multiplikation eine Addition 1010g(§—;‘) = 1010g((ﬁ)2GTGR) =
201og(2-) + 10log(Gr) + 101og(Gr).

133



Kapitel 6. Ausbreitung elektromagnetischer Wellen

6.1.4. Polarimetrische Analyse der Freiraumausbreitung

Nun werden beliebig ausgerichtete Antennen beliebiger Polarisationseigenschaften
betrachtet. Die senderseitigen und empfiangerseitigen lokalen Koordinatensysteme
seien im Raum parallel ausgerichtet, sieche Abbildung 6.2.

ZR

Yr

TR

Abbildung 6.2.: Senderseitiges und empféngerseitiges lokales Koordinatensystem

Beim Berechnen der Empfangsleistung sind die vektoriellen komplexen Richt-
charakteristiken der Sendeantenne Cr (g, ¢gr) in Ausfallsrichtung Jr, ¢r und
der Empfangsantenne Cg (g, ¢r) in Einfallsrichtung ¥r, pr zu beriicksichtigen.
GeméB der Definition (5.11) der vektoriellen komplexen Richtcharakteristik der
Sendeantenne ergibt sich die - oder p-Komponente der elektrischen Feldstérke
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6.1. Freiraumausbreitung

am im Fernfeld befindlichen Ort der Empfangsantenne zu
Ly, = HEHmaX QTﬂLp(ﬁTv or) eI

Der Beitrag der einzelnen Polarisationskomponenten zur Intensitdt am Empfangs-
ort ergibt sich mit (4.52) und (6.2) zu

E ~jpr|?

L H QTw(ﬁT, or)e

- §Z_F max
—_————

Smax
_ PrGr

42

2

Corgy (97, 1) €737

Die aus dem Empfang einer einzigen Polarisationskomponente resultierende Emp-
fangsleistung ergibt sich mit (6.1) und (6.5) unter Berticksichtigen der Richtwir-
kung und der Polarisationseigenschaften der Empfangsantenne gemafl (5.11) zu

2 A2
Proy =S, }Qm@(ﬂm @R)‘ GRE
——
AR
2\ 2
=Pr <m> GrGRr ’QR&@(0R> or)e I Crryp(V, <PT)’ -

Uberlagern der Empfangssignale der beiden Polarisationskomponenten ergibt die
gesamte Empfangsleistung

Pr =Pry + Pre
L\ 2
=Pr <—> GrGRr
AT
—jBr o—iBr 2
|QT19(?9T>S0T) , Cro(Ur, or) — Cop (U1, ¢1) , Cry(Ur; or) (6.7)
2
A\’ e (10
=Pr (E) GrGr |Cg(Vr; ¢r) - - (O _1> Cr(dr, 1)
T

Man beachte, dass die senderseitigen und empfangerseitigen Einheitsvektoren in
p-Richtung entgegengesetzt gerichtet sind, siche Abbildung 6.2. Die Transferma-
trix T beschreibt die Amplitudenabnahmen und die Phasendrehungen der Po-
larisationskomponenten auf dem Ausbreitungspfad. Da der Polarisationszustand
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einer elektromagnetischen Welle bei Freiraumausbreitung unverédndert bleibt und
die Koordinatensysteme parallel ausgerichtet sind, sind die Nichtdiagonalelemente
der Transfermatrix T hier Null.

In (6.7) gilt mit der Schwarzschen Ungleichung

1 0

‘Qg(ﬁR#PR)' <O _1> - Cr(Ir, 1) < [[Cr(rs or)[| [|[Cr(dT, @7)[| . (6.8)

Gleichheit gilt bei Polarisationsanpassung

Cg (g, pr) ~ (é _01> - Cr(dr, 1) (6.9)

Wenn die Antennen weiterhin optimal ausgerichtet sind
ICr (k. pr)|| = 1Cr (Vo) || = 1,
gilt in (6.7)

1 0

Eon)- (3 ) Colinon)| =€t o0l € (0r. )]

=1

(6.10)

und die polarimetrische Berechnungsformel (6.7) geht in die konventionelle skalare
Berechnungsformel (6.6) iiber.

6.2. Reflexion und Transmission an Grenzflachen

6.2.1. Schrager Einfall einer ebenen homogenen Welle

Zunéchst wird eine einzige, schrag auf eine ebene Grenzfliche zwischen zwei Di-
elektrika einfallende, ebene homogene Welle betrachtet. Das Koordinatensystem
wird vereinfachend so gewahlt, dass sich die Grenzfliche bei z = 0 befindet und
die Einfallsebene der z-z-Ebene entspricht, siche Abbildung 6.3.

Der in die Ausbreitungsrichtung in der z-z-Ebene zeigende Phasenvektor gemaf
(2.13) hat die z-Komponente

Bx = Bsin(v) (6.11)
und die z-Komponente
B, = B cos(V) .
Mit (2.14) und (2.15) folgt fur die Feldstérken

E _ HO e—i(éﬂ _ EO e~ iBx o =iBsz (6.12)
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— —

b Br
ar = 191 R = T — ’L9R
61) ZFl
(e > T
627 ZF2 y
aT = ’L9T
,‘z' gT

Abbildung 6.3.: Einfallende, reflektierte und transmittierte elektromagnetische
Welle

und L B .
E=E, e IBT) — E, e~ iBxT o =iBuz (6.13)

Das Erfiillen der Grenzflichenbedingungen erfordert neben der einfallenden
ebenen homogenen Welle im Allgemeinen auch die Existenz einer reflektierten
und einer transmittierten ebenen homogenen Welle.

Die Grenzflichenbedingungen konnen nur dann gleichzeitig in allen Punkten
z = 0 der Grenzflache erfiillt sein, wenn die xz-Komponenten der Phasenvektoren,
das heifit die Komponenten in Richtung der Grenzflache, fiir alle drei ebenen ho-
mogenen Wellen gleich sind. Beim Betrachten von elektromagnetischen Wellen an
Grenzflachen ist es weiterhin tiblich, den Einfallswinkel o, den Reflexionswinkel

ar und den Brechungswinkel a1 beziiglich der Grenzflachennormalen zu messen,
siche Abbildung 6.3. Mit (6.11) folgt

p1sin(ag) = fysin(agr) = fasin(ar) .

Das heifit der Einfallswinkel oy ist gleich dem Reflexionswinkel ag und fiir den
Brechungswinkel gilt das Snellius’sche Brechungsgesetz

sin(ay) _\/@
sntar) VB (6.14)

i = sin(« é
sin(ar) = sin(ayq) \/;

Es folgt
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sin(ay) 1/% > 1,
o ( /Bz)
ar > ag = arcsin| (/= | , (6.15)
A

hat diese Gleichung keine Losung. Es tritt Totalreflexion auf. Den Einfallswinkel
ag bezeichnet man als Grenzwinkel der Totalreflexion.
Mit dem Brechungsindex

Fir

das heifit

n = \/Erfly = C—O, (6.16)
c
siehe auch (2.44) und (2.45), und (2.24) folgt

sin(ar) = sin(ay) .
T2
Jede beliebig polarisierte ebene homogene Welle lésst sich in eine linear senk-
recht zur Einfallsebene und eine linear parallel zur Einfallsebene polarisierte ebene
homogene Welle zerlegen. Im Folgenden werden die beiden genannten linearen Po-
larisationszustédnde getrennt betrachtet, siehe Abbildung 6.4 und Abbildung 6.5.

6.2.2. Fresnelsche Formeln
6.2.2.1. Senkrechte Polarisation

Die Fresnelschen Formeln dienen dem Berechnen der Reflexionsfaktoren und der
Transmissionsfaktoren. Im Folgenden sei der Fall der Totalreflexion ausgeschlos-
sen. Die Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstérken entsprechen im hier
betrachteten Fall der zur Einfallsebene senkrechten Polarisation den y-Komponen-
ten, die auch die einzigen vorhandenen Komponenten der elektrischen Feldstér-
ken sind. Die Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstarken entsprechen
den z-Komponenten. Die magnetischen Feldstdrken kann man mit den Feldwel-
lenwiderstédnden aus den elektrischen Feldstarken berechnen, siehe (2.28). Durch
Projektion erhéilt man die z-Komponenten der magnetischen Feldstarken:

cos(ay)
ﬂlox - _EIOy Tm )
cos(ay)
Hpox =E ,
RO ROy 7~
cos(ar)
HTOX ETOy ZF2
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Reflexion und Transmission an Grenzflachen

by Ly
H, Qg Hy
— QR = (1
617 ZFl
YT "
627 ZF2
T
Ly
Y
pe o
Hy

Abbildung 6.4.: Elektrische Feldstarken senkrecht zur Einfallsebene

a1

\4
z

Hy
E
\ > T
)
T
Ly

Hy

Abbildung 6.5.: Elektrische Feldstarken parallel zur Einfallsebene
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Das Verhéltnis der Tangentialkomponenten, das heiffit der zur z-Richtung senk-
rechten Komponenten, von zueinander gehérenden elektrischen Feldstarken und
magnetischen Feldstarken wird durch die Feldwellenwiderstande in z-Richtung

Zy1 Ly Ero
Zri, = == Y 6.17
o cos(ar) H o, Hpox ( )
und P g
Doy = F2__ _ =Ty 6.18
P2 = Coslar)  Huo (6:18)
beschrieben.

Der Reflexionsfaktor fiir senkrechte Polarisation wird als

r = EROy _ ﬂROX
| == ===
EIOy ﬂIOx

definiert. An der Grenzfliche miissen die resultierenden Tangentialkomponenten
der Feldstarken gemafl (1.64) und (1.66) stetig sein. Daraus folgt, dass auch die
Feldimpedanzen

7 — Eloy + ERoy . E[oy (1 + Fi) - 14 FJ_
Ly = — = — = LF1z7
! Hyo + Hpox Hyp (1-T1) 1-T,
und r
= Toy
49 — == ZF2Z
? ETOX

und schliefllich erhalt man den Reflexionsfaktor

Lo, — L1y
P (6.19)
ZF2Z + ZFlz
_ Zyacos(ar) — Zyy cos(ar) (6.20)

 Zpgcos(ay) + Zpy cos(ar)

fiir senkrechte Polarisation. Der in die Gleichung einzusetzende Brechungswinkel
a ergibt sich aus dem Snellius’schen Brechungsgesetz (6.14). Abbildung 6.6 zeigt
den Reflexionsfaktor I'| fiir senkrechte Polarisation als Funktion des Einfallswin-
kels o fiir einige exemplarische Grenzflichen. Fir e5/e; = 1/2 tritt ab einem
Einfallswinkel von ag = 7/4 Totalreflexion auf, siehe (6.15).
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1 T T
*62/61 = 1/2
062/61 =2
0,5 .
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a1

Abbildung 6.6.: Reflexionsfaktor ') fiir senkrechte Polarisation. p; = s

Mit (1.64) folgt aus (6.20) der Transmissionsfaktor

T _Eqoy  Eygy + ERey

| = =
EIOy EIOy
2ZFQZ
=1+ =—-—
* ZFQZ + ZFIZ
2Zwq cos(ay)

 Zpg cos(ag) + Zpy cos(ar) (6.21)
fiir senkrechte Polarisation. Abbildung 6.7 zeigt den Transmissionsfaktor 7' fir
senkrechte Polarisation als Funktion des Einfallswinkels o fiir einige exemplari-
sche Grenzfléachen.

Man beachte, dass Reflexionsfaktoren und Transmissionsfaktoren stets beziig-
lich der elektrischen Feldstdrken definiert sind. Der Transmissionsfaktor 7', fur
senkrechte Polarisation kann daher auch einen Betrag grofler als eins annehmen,
ohne dass dies im Widerspruch zur Energieerhaltung stiinde. Relevant ist die
durch die Grenzfldche flieende Energie, das heifit es sind die Normalkomponen-
ten der komplexen Poynting-Vektoren zu vergleichen.

Aufgabe 6.2 Fine ebene homogene Welle falle schrig auf eine ebene Grenzfliche
zwischen zwei Dielektrika ein, so dass eine transmittierte und eine reflektierte
ebene homogene Welle entstehen. Die ebenen homogenen Wellen seien senkrecht
polarisiert. Zeigen Sie, dass die Normalkomponenten der komplexen Poynting-
Vektoren auf beiden Seiten der Grenzfldche gleich sind!
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*62/61 = 1/2
062/61 =2

o
SRS
wly |-
ol

(65

Abbildung 6.7.: Transmissionsfaktor 7', fiir senkrechte Polarisation. p; = po

6.2.2.2. Parallele Polarisation

Die Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstarken entsprechen im hier
betrachteten Fall der zur Einfallsebene parallelen Polarisation den y-Komponenten,
die auch die einzigen vorhandenen Komponenten der magnetischen Feldstarken
sind. Die Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstiarken entsprechen den
r-Komponenten. Die elektrischen Feldstiarken kann man mit den Feldwellenwi-
derstanden aus den magnetischen Feldstarken berechnen, siehe (2.27). Durch Pro-
jektion erhalt man die x-Komponenten der elektrischen Feldstarken:

EIOX :ﬂIOyZFl COS(O[I) )
EROX = - ﬂROyZFl COS(OZI) )

Erox =H oy Zr2 cos(ar) .

Das Verhéltnis der Tangentialkomponenten, das heiffit der zur z-Richtung senk-
rechten Komponenten, von zueinander gehorenden elektrischen Feldstarken und
magnetischen Feldstarken wird durch die Feldwellenwiderstande in z-Richtung

EIOX E ROx

Zr1, = Zwi cos(ag) = = ——= 6.22
F1 1 cos(ou) Huoy Hroy ( )
und
_ _ ETOX
Lo, = Zpg cos(ar) = T (6.23)
2L TOy

142



6.2. Reflexion und Transmission an Grenzflachen

beschrieben. Man beachte, dass sich die Feldwellenwiderstande in z-Richtung fiir
den Fall senkrechter und paralleler Polarisation unterscheiden, vergleiche (6.17)
und (6.18).

Der Reflexionsfaktor fiir parallele Polarisation wird als

EROX ERO
L)y = = -

Eyox Higy

definiert. An der Grenzfliche miissen die Tangentialkomponenten der Feldstéarken
gemdf (1.64) und (1.66) stetig sein. Daraus folgt, dass auch die Feldimpedanzen

_ Bt Enpe _ Eoc(14T) 14Ty
Hiy + Hyoy  Hyoy (1-Ty)

und

an der Grenzflache stetig sein miissen. Durch Gleichsetzen der Feldimpedanzen
Z, und Z, erhalt man den Reflexionsfaktor

ZFQZ - ZFlz

 Zrou + Zry
 Zpg cos(ar) — Zpi cos(an)

T (6.24)

(6.25)

" Zpgcos(ar) + Zpy cos(ag)
fiir parallele Polarisation. Man beachte, dass sich als Funktionen der Feldwellenwi-
derstdnde in z-Richtung formal gleiche Ergebnisse fiir beide Polarisationszusténde
ergeben, vergleiche (6.19) und (6.24). Abbildung 6.8 zeigt den Reflexionsfaktor I'
fiir parallele Polarisation als Funktion des Einfallswinkels oy fiir einige exemplari-
sche Grenzflichen. Den Einfallswinkel ag, bei dem der Reflexionsfaktor Null wird,

bezeichnet man als Brewster-Winkel ag.
Mit (1.66) folgt aus (6.25) der Transmissionsfaktor

Loy _ ZraH 1oy _ A <ﬂ10y +ﬂR0y> _ A (1 T )
Loy,  ZriHig, Zei\ Hy, Zpy |
B 279 cos(ay)

 Zpo cos(ar) + Zpy cos(ay)

1) =

(6.26)

fir parallele Polarisation. Abbildung 6.9 zeigt den Transmissionsfaktor 7j fiir
parallele Polarisation als Funktion des Einfallswinkels oy fiir einige exemplarische
Grenzflachen.
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Abbildung 6.8.: Reflexionsfaktor I'| fiir parallele Polarisation. fi; = o
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Abbildung 6.9.: Transmissionsfaktor T fiir parallele Polarisation. p; = pis
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Aufgabe 6.3 Berechnen Sie den Brewster-Winkel ag abhdngig von den Permit-
tivitdten und Permeabilititen der Dielektrika! Unterscheiden Sie hierbei die Fil-
le senkrechter und paralleler Polarisation. Betrachten Sie auch die Spezialfille
€1 = €9 bei senkrechter Polarisation und j1y = pe bei paralleler Polarisation.

6.2.3. Reflexion am idealen elektrischen Leiter

Da im idealen elektrischen Leiter kein elektromagnetisches Feld existieren kann,
existiert neben der einfallenden ebenen homogenen Welle nur die reflektierte ebene
homogene Welle. Der Transmissionsfaktor ist unabhéngig von der Polarisation der
einfallenden ebenen homogenen Welle

T =0. (6.27)

An der Grenzfliche muss die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstérke
verschwinden, das heiffit an der Grenzfliche miissen sich die Tangentialkompo-
nenten der elektrischen Feldstarken der einfallenden und der reflektierten ebenen
homogenen Welle gegenseitig aufheben. Der Reflexionsfaktor an der Oberflache ei-
nes idealen elektrischen Leiters ergibt sich somit unabhangig von der Polarisation
der einfallenden ebenen homogenen Welle zu

I=-—1. (6.28)

6.2.4. Reflexion am idealen magnetischen Leiter

Da im idealen magnetischen Leiter ebenfalls kein elektromagnetisches Feld existie-
ren kann, existiert auch hier neben der einfallenden ebenen homogenen Welle nur
die reflektierte ebene homogene Welle. Der Transmissionsfaktor ist unabhéngig
von der Polarisation der einfallenden ebenen homogenen Welle

T =0. (6.29)

An der Grenzfliche muss die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstarke
verschwinden, das heifit an der Grenzflache miissen sich die Tangentialkomponen-
ten der magnetischen Feldstédrken der einfallenden und der reflektierten ebenen
homogenen Welle gegenseitig autheben. Der beziiglich der elektrischen Feldstér-
ken definierte Reflexionsfaktor an der Oberflache eines idealen magnetischen Lei-
ters ergibt sich somit unabhéngig von der Polarisation der einfallenden ebenen
homogenen Welle zu

r=1. (6.30)
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6.3. lonosphdare

6.3.1. Plasmakreisfrequenz

Die Ionosphére ist eine der oberen Schichten der Atmosphére. In ihr entsteht durch
Absorption ionisierender Strahlung ein aus positiven Ionen und freien Elektro-
nen bestehendes Plasma. Es kommt zu signifikanten Wechselwirkungen zwischen
hochfrequenten elektromagnetischen Feldern und den freien Elektronen. Die po-
sitiven Ionen sind aufgrund ihrer grofflen Masse fiir eine Wechselwirkung zu trége.
Im Folgenden wird die Lorentz-Kraft infolge der magnetischen Feldstarke H ge-
geniiber der Coulomb-Kraft infolge der elektrischen Feldstarke E vernachléssigt.
Insbesondere wird auch die zu Anisotropien fithrende Wirkung des konstanten
Erdmagnetfelds auf die bewegten Elektronen vernachlassigt.
Die freien Elektronen mit der Ladung?”

—e=—-1,6022-107C (6.31)

und der Masse
me = 9,10957 - 10~* kg (6.32)

werden infolge der Coulomb-Kraft beschleunigt. Mit dem Newtonschen Gesetz
erhalt man die vektorielle komplexe Amplitude der Beschleunigung

Da die Differentiation im Zeitbereich geméafi (C.8) einer Multiplikation mit jw im
Frequenzbereich entspricht, erhalt man die komplexe vektorielle Amplitude der
Geschwindigkeit zu

—

a ek

Iy

jw ‘]wme'
Die sich bewegenden Elektronen mit der Elektronendichte n verursachen eine
elektrische Stromdichte

—

. 2p
T — —neif— _jne E

WMe
Einsetzen in das Durchflutungsgesetz (1.17) ergibt mit (1.48) und (1.49)

- w2meeg

. E L 2 .
rot(H) = —j" = + jweoE = jweo (1 - ——— | E.
wm

e

2e wird als Elementarladung bezeichnet.
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6.3. Ionosphare

Man definiert die Plasmakreisfrequenz

ne?
= . 6.33
Wp MeEo ( )
Mit ihr folgt
rot(ﬂ) = jwey <1 — (—p) )E
w
—_—————

Er
Die Ionosphare verhéalt sich wie ein Dielektrikum mit der relativen Permittivitat

Wp

&:1—<—)? (6.34)

w

Bei sehr groflen Kreisfrequenzen w wird der Einfluss der Ionosphére sehr klein.

Bei Kreisfrequenzen unterhalb der Plasmakreisfrequenz w < w, wird die re-
lative Permittivitdt e, negativ. Eine Ausbreitung elektromagnetischer Wellen ist
dann nicht mehr moglich. Die Ionosphére reflektiert auf sie einfallende elektro-
magnetische Wellen, siche (6.15). Dies wird im Kurzwellenrundfunk genutzt, wo
sich elektromagnetische Wellen durch mehrfache Reflexion zwischen Erde und
Ionosphére iiber grofle Distanzen um die Erde herum ausbreiten kénnen.

Mit (4.2), (1.49) und (1.53) ergibt sich die Phasenkonstante in der Ionosphére

zu
ﬂ = \/w2€0€r,u0 = \/w2€0,lL0 — wgéfouo, (635)

vergleiche (2.35). Man erhélt damit analog zu (2.46) die Phasengeschwindigkeit

Co

Vp = 7“);)2 (636)
1= (%)
und analog zu (2.48) die Gruppengeschwindigkeit

vg = Co\[1 — <&)2 (6.37)

w

in der Ionosphére, siehe auch (2.45).

6.3.2. lonosphdrenfehlerkorrektur in der Satellitennavigation

In Satellitennavigationssystemen misst der Empfénger die Gruppenlaufzeit t, der
von den Satelliten ausgesendeten Signale.” Aus diesen Gruppenlaufzeiten ¢, sollen

3Genauer genommen werden aufgrund der fehlenden absoluten Zeitreferenz nur Laufzeitdiffe-
renzen gemessen, was aber fiir die hiesigen Betrachtungen irrelevant ist.
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Kapitel 6. Ausbreitung elektromagnetischer Wellen

mit Hilfe der Gruppengeschwindigkeit vy(2) die Entfernungen [ berechnet werden,
siehe (2.47). Eine wesentliche Fehlerquelle hierbei ist die unbekannte Elektronen-
dichte n(z) in der Ionosphére. Die vom Ort z abhingige Elektronendichte n(z) in
der Ionosphére verursacht eine Ortsabhédngigkeit der Plasmakreisfrequenz wy(z)
und der Gruppengeschwindigkeit vy(2), siehe (6.33) und (6.37).

Mit (6.37) erhélt man durch Integration iiber den gesamten Ausbreitungspfad
die Gruppenlaufzeit

dz dz
tg:‘[dt:fvg(z) :f

Co 1— (""IZEZ))?

Mit der Approximation

1 %H%(wp@)?

w

folgt

dz w3(2)
ty = | — P~ dz.
& fco +j200w2 :
——
to
Die um den Ionosphérenfehler bereinigte Gruppenlaufzeit ergibt sich mit (6.33)

aus der gemessenen Gruppenlaufzeit ¢, zu

1

2cow?

fwg(z) dz =t, — ¢ jn(z) dz L

2MeE0Co w?’

to%tg—

k

Insbesondere ist der Ionosphérenfehler proportional zu 1/w?. Zur Korrektur des
Ionosphérenfehlers benotigt man die Kenntnis des Gesamtelektroneninhalts (To-
tal Electron Content, TEC)

N = [ n(z)d= (6.38)

Ein eleganter, in modernen Satellitennavigationssystemen verwendeter Ansatz
zur lonospharenfehlerkorrektur basiert auf dem Messen der Gruppenlaufzeiten bei
zwei verschiedenen Kreisfrequenzen:

k
wd’
too 1 K
g2 Mo = 75

tgl %to —
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6.4. Streuung

Dieses aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten & und ¢y bestehende Glei-
chungssystem ist losbar. Man erhélt die um den Ionosphérenfehler bereinigte

Gruppenlaufzeit
~ w%tgl - w%th

to " —5—5—. 6.39
AR gy (6:39)

Weiterhin kénnte man k& und damit den Gesamtelektroneninhalt N bestimmen.

Aufgabe 6.4 Zeigen Sie, dass man die um den Ionosphdrenfehler bereinigte Pha-
senlaufzeit aus Messungen der Phasenlaufzeiten t,y und ty bei zwei verschiedenen
Kreisfrequenzen wy und wo mittels
2 2
ty ~ 1 =02, (6.40)

Wi — Wy

bestimmen kann!

6.4. Streuung

6.4.1. Streuquerschnitt

Wenn eine elektromagnetische Welle auf einen als Streuer bezeichneten Korper
trifft, so wird die elektromagnetische Welle an diesem gestreut, siche Abbildung
6.10. Der Streuer selbst strahlt wieder eine elektromagnetische Welle ab. Im Ge-
gensatz zur Reflexion an unendlich ausgedehnten ebenen Grenzflichen breitet
sich die gestreute elektromagnetische Welle in alle Richtungen aus. Der Streuer
befinde sich im Fernfeld des Senders und der Empfanger befinde sich im Fernfeld
des Streuers. Die Antennen seien beziiglich der Raumrichtung optimal auf den
Streuer ausgerichtet und beztiglich der Polarisation optimal angepasst.
Mit der Sendeleistung Pr ist die auf den Streuer einfallende Intensitét

A

SI GT7

siche (6.2). Fir den Empfénger erscheint der Streuer wie eine omnidirektionale
Sendeantenne am Ort des Streuers mit der zur einfallenden Intensitit proportio-

nalen Sendeleistung
Pr

3

PS = SIO' = 4 O'GT. (641)
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Kapitel 6. Ausbreitung elektromagnetischer Wellen

PT PR

Sender Empféanger

Abbildung 6.10.: Streuung

Der Proportionalititsfaktor ¢ hat die Einheit einer Flache und wird als Streu-
querschnitt bezeichnet. Die so berechnete dquivalente Sendeleistung Ps einer om-
nidirektionalen Sendeantenne in (6.6) eingesetzt ergibt die Empfangsleistung

erery (6.42)

A )2 o PpX?
N (47)3 rirg

PR - PS (47T7’R

Der Streuquerschnitt ¢ hangt neben den Eigenschaften des Streuers von der
Raumrichtung, aus der die elektromagnetische Welle einféllt, der Polarisation der
einfallenden elektromagnetischen Welle und der betrachteten Ausfallsrichtung der
gestreuten elektromagnetischen Welle ab. Im betrachteten Fernfeld ist der Streu-
querschnitt ¢ jedoch von den Entfernungen rt und rg unabhangig. Mit der In-
tensitat im Fernfeld gemaf (4.53), den Feldstarken EI und H 1 der einfallenden
elektromagnetischen Welle und den Feldstarken ES und E g der gestreuten elek-
tromagnetischen Welle in der Entfernung rg erhélt man die zu (6.41) dquivalente

2

Definition
S5 || |
az47r7‘R§ = hgn drrg i —IL = hgn drrg —
T o0 T o0

[\

=,
[~

‘ 2

(6.43)

des Streuquerschnitts. Der Streuquerschnitt lasst sich nur fiir wenige einfache
Streuer geschlossen berechnen.
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6.4. Streuung

Streueffekte beeinflussen mafigeblich die Wellenausbreitung in terrestrischen
Mobilfunksystemen, in denen in der Regel keine direkte Sichtverbindung zwischen
Sender und Empfanger besteht. In der Radartechnik wird der oben eingefiihrte
Streuquerschnitt o, bei dem sich Sender und Empfinger im Allgemeinen an un-
terschiedlichen Orten befinden, auch als bistatischer Streuquerschnitt bezeichnet.
Von besonderer Bedeutung ist in der Radartechnik jedoch der Spezialfall, dass
sich Sender und Empfanger am selben Ort befinden und die selbe Antenne ver-
wenden, siehe Abbildung 6.11. In diesem Fall spricht man vom monostatischen
Streuquerschnitt. Im hier betrachteten Fall von Polarisationsanpassung und op-
timaler Ausrichtung der Antenne folgt aus (6.42) die Empfangsleistung

WU (6.44)

R:

Diese Gleichung ist auch unter dem Namen Radargleichung bekannt.

Abbildung 6.11.: Radar

6.4.2. Sinclair-Matrix

Im Allgemeinen sind die Antennen weder beziiglich der Raumrichtung optimal auf
den Streuer ausgerichtet noch beziiglich der Polarisation optimal angepasst. Zur
Analyse dieses allgemeinen Szenarios miissen die Polarisationskomponenten der
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Kapitel 6. Ausbreitung elektromagnetischer Wellen

einfallenden elektromagnetischen Welle und der gestreuten elektromagnetischen
Welle zunéchst getrennt betrachtet werden und auch die Phasenlagen miissen
berticksichtigt werden. Die senderseitigen, streuerseitigen und empféangerseitigen
Koordinatensysteme seien auch hier wieder im Raum parallel ausgerichtet, siehe
Abbildung 6.12.*

Die Komponenten der elektrischen Feldstarke der einfallenden elektromagneti-
schen Welle am Ort des Streuers ergeben sich geméf (5.11) zu

Ly = HE’ Copg(Op, pr) e 7T

max

und B |
B = =[], Cr o)

Man beachte die entgegengesetzt gerichteten Basisvektoren in ¢-Richtung der
lokalen Koordinatensysteme von Sender und Streuer. In Anlehnung an (6.43) de-
finiert man zum vollstindigen Charakterisieren der Streueigenschaften die kom-
plexen polarimetrischen Streuparameter

Es, -
S — lim rRE—Sp el (6.45)

D TR— 00 Ig

wobei p und ¢ jeweils fiir ¥ oder ¢ stehen. Da die Feldstdarken der gestreuten
elektromagnetischen Welle im Fernfeld proportional zu e 7™ /rg sind, vergleiche
(4.48), ergibt sich ein definierter Grenzwert. Damit ergeben sich die Beitrége zu
den Komponenten der elektrischen Feldstérke der gestreuten elektromagnetischen
Welle am Ort des Empfangers in dessen lokalem Koordinatensystem zu

e_jﬁT'R
ESﬂ = ﬁﬁ,qEIq r
R
und .
e_JﬁTR
Es, = _ﬁ%qﬂlq PR
R

Man beachte auch hier wieder die entgegengesetzt gerichteten Basisvektoren in
p-Richtung der lokalen Koordinatensysteme von Streuer und Empfinger. Der
Beitrag der einfallenden Polarisationskomponente ¢ zur Intensitédt der Polarisa-
tionskomponente p der gestreuten elektromagnetischen Welle am Empfangsort

4Diese Richtungsdefinitionen werden auch als Backward Scattering Alignment bezeichnet. Al-
ternativ wird in der Literatur auch das Forward Scattering Alignment verwendet | ]
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6.4. Streuung

Yr
IR

ZR
PR

Empfaenger

S

1
URp
JER—

Ys

<S

Abbildung 6.12.: Koordinatensysteme zum Beschreiben eines Streuers
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Kapitel 6. Ausbreitung elektromagnetischer Wellen

ergibt sich mit (4.52) und (6.2) zu

Sspq = 1 ! ‘—Sp’ :§Z_F

-3z,
20 | e

Smax

PTGT
CAm

e—iBrr o—ifrr |2

S

Ep, qQTq (ﬁT7 ()OT> TT TR

Der Beitrag der einfallenden Polarisationskomponente ¢ zur aus dem Empfang
einer einzigen Polarisationskomponente p resultierenden Empfangsleistung ergibt
sich mit (6.1) und (6.5) unter Beriicksichtigen der Richtwirkung der Empfangs-
antenne geméf (5.11) zu

2 \2
PRp,q :SSp,q ‘QRp("l?Ra QOR) _GR
H/—’

AR

ip,qQRpOng SOR) QTq (,ﬁT7 SOT)

o—iBrr o—iBrr |2

1\ 2
=Pr <—> GrGr
47

rT TR

Zum Darstellen der gesamten Empfangsleistung Pgr definiert man die auch als
Sinclair-Matrix bezeichnete komplexe polarimetrische Streumatrix

S S
S= (2% 0. 6.46
B (ﬁ%ﬁ ﬁw@) ( )

Mit den in Abbildung 6.12 eingefiihrten parallel ausgerichteten lokalen Koordina-
tensystemen ergibt sich die gesamte Empfangsleistung unter Berticksichtigen der
jeweils entgegengesetzt gerichteten Basisvektoren in ¢-Richtung zu

A

2
PR:PT(E) GTGR

(6.47)

e AR 1 0 e—IifrT 1 0
Ch(Ur, ¢r) - T (0 _1> -S- Lo -1 Cr (1, o1)

T

Die Amplitudenabnahmen, Phasendrehungen und Kopplungen der Polarisations-
komponenten auf dem Ausbreitungspfad kénnen auch hier wieder mit einer Trans-
fermatrix T beschrieben werden.
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6.5. Mehrwegeausbreitung

Fiir den Spezialfall des monostatischen Radars ist die komplexe polarimetrische
Streumatrix wegen der Reziprozitat gemafl (9.8) symmetrisch

Sy

P = _90319 :

Fiir die Empfangsleistung eines monostatischen Radarsystems folgt

re=m () @leron (3 5) s (5 1) con

42
2
:PT< A ) o (6.48)

2
(C3(0,0) Sp0 = 2C5(9,9) Co9,9) Sy o+ C2(D,0) S|

2

vergleiche (6.44).

6.5. Mehrwegeausbreitung

Insbesondere in terrestrischen Funkkommunikationssystemen befinden sich typi-
scherweise viele Hindernisse in der Funkstrecke zwischen Sender und Empfanger.
Die elektromagnetischen Wellen breiten sich dann auf P Pfaden mit Reflexionen,
Streuungen und Beugungen an Hindernissen vom Sender zum Empfinger aus,
was man als Mehrwegeausbreitung bezeichnet. Jeder einzelne Ausbreitungspfad
kann durch die Parameter

Ausfallsrichtung: 19T , T) am Sender,
Transfermatrix: T® und

Einfallsrichtung;: 19 ,@R am Empfanger

charakterisiert werden.
Das Empfangssignal ergibt sich durch lineares Uberlagern der Empfangssignale
aller P Pfade. Damit folgt fiir die Empfangsleistung

A 2
PR:PT<4—> GTG

™

2

i ( (p)) T® . Cy (19( )’SO(%))) ’ (6.49)

vergleiche (6.47). Man beachte, dass diese Gleichung nur fir ein schmalbandi-
ges Signal der Wellenldange A gilt. Die entfernungsbedingten relativen Phasen-
verschiebungen auf den Ausbreitungspfaden sind jedoch aufgrund der typischer-
weise groflen Pfadlangenunterschiede stark frequenzabhangig. Damit ist auch die
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Kapitel 6. Ausbreitung elektromagnetischer Wellen

Amplitude des Empfangssignals nach Uberlagerung der Pfade stark frequenzab-
héangig. Je nach relativer Phasenlage konnen sich Empfangssignalanteile verschie-
dener Pfade eher destruktiv ausloschen oder auch konstruktiv verstarken. Das
Studium der Eigenschaften derartiger frequenzselektiver Mehrwegefunkkanéle ist
ein wichtiges Thema in der Mobilkommunikation [ ; |. Umfangreiche
Programmpakete zur Analyse der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in un-
terschiedlichsten Szenarien und zum Berechnen der zu erwartenden Empfangs-
leistung geméaf (6.49) sind verfiigbar. Ein bekanntes Beispiel ist WinProp.

Aufgabe 6.5 Fin Sender und ein Empfdanger befinden sich tiber einer ideal elek-
trisch leitenden Ebene, siehe Abbildung 6.15. Die Funkwellen kénnen sich dann
tiber einen direkten Pfad und tiber einen an der ideal elektrisch leitenden Ebene
reflektierten Pfad vom Sender zum Empfdinger ausbreiten. Die Héohe des Senders
tiber der ideal elektrisch leitenden Ebene sei ht und die Hohe des Empfingers tiber
der ideal elektrisch leitenden Ebene sei hy. Der horizontale Abstand von Sender
und Empfdinger sei r. Man kann vereinfachend annehmen, dass der horizontale
Abstand viel grofier als die Hohen ist:

r > hT, hR.

Sender

direkter Pfad

Empfanger
reflektierter Pfad

=
=)

idealer elektrischer Leiter

r

Abbildung 6.13.: Zweiwegeausbreitung

Es werden die Fdlle vertikaler und horizontaler Polarisation unterschieden.
Wenn man weiterhin omnidirektionale Antennen

Gr=Gr=1
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6.5. Mehrwegeausbreitung

annimmt, entspricht dies den vektoriellen komplexen Richtcharakteristiken

1
- )

im Fall vertikaler Polarisation beziehungsweise

0
cr-cu ()

im Fall horizontaler Polarisation. Berechnen Sie jeweils die Empfangsleistung Pr
abhdngig von Sendeleistung Pr, Wellenlinge A, horizontalem Abstand r und den
Hohen ht und hg der Antennen!
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Wellenbasierte Modellierung
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Kapitel 7.

Leitungstheorie

7.1. Komplexe Wellenamplitude

Bisher wurden Wellen je nach Typ durch die elektrische Feldstarke E, die ma-
gnetische Feldstarke H , die Spannung U oder den Strom [ auf dem Wellenleiter
beschrieben. Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist es, Wellenph&nomene unab-
hangig vom Typ des Wellenleiters zu untersuchen. Hierzu wird zunachst der auch
in vielen technischen Anwendungen relevante Fall betrachtet, dass sich auf dem
Wellenleiter nur ein einziger Mode ausbreiten kann. Dies ist beispielsweise der
transversalelektromagnetische Mode auf Zweileitersystemen und der TE; o-Mode
auf Rechteckhohlleitern bei Kreisfrequenzen w unterhalb der kritischen Kreisfre-
quenz w, des jeweils nachsthoheren Modes. Es gibt dann im Allgemeinen neben
einer sich in positive z-Richtung ausbreitenden Welle, die im Folgenden als hin-
laufende Welle bezeichnet wird, eine sich in negative z-Richtung ausbreitende
riicklaufende Welle. Die riicklaufende Welle kann beispielsweise durch Reflexion
der hinlaufenden Welle an einem fehlangepassten Abschluss am Wellenleiterende
entstehen.

Falls sich auf dem Wellenleiter nur ein einziger Mode ausbreiten kann, haben
die elektromagnetischen Felder aller denkbaren hinlaufenden Wellen die gleiche
Struktur. Die (vektorielle) komplexe Amplitude einer eine hinlaufende Welle be-
schreibenden physikalischen Grofie kann man in der Form

AH(:E7 Y, Z) = QOAH(:Ea Y, Z)
darstellen. Hierbei sind

e a, die komplexe Wellenamplitude der hinlaufenden Welle bei z = 0, welche
die Amplitude und die Nullphase beschreibt, und

o Ay(z,y,2) die (vektorielle) komplexe Amplitude der hinlaufenden Bezugs-
welle, welche die prinzipielle Feldstruktur beschreibt.
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Mit der bekannten Ortsabhéngigkeit (2.7) und (2.8) von elektromagnetischen Fel-
dern auf zylindrischen Wellenleitern gilt fiir die sich in positive z-Richtung aus-
breitende hinlaufende Welle

AH(xvyvz) :Qoe_jBZAO($7y)' (71)
az)

Die ortsabhéngige komplexe Wellenamplitude der hinlaufenden Welle ergibt sich

zu

a(z) = age 7. (7.2)
Die Bezugswelle wird so gewahlt, dass der Betrag der von ihr transportierten Leis-
tung 1/2 ist. Der Betrag der von der hinlaufenden Welle transportierten Leistung
ergibt sich dann zu

1
Pl = 5 la(2)]* = 3 Jao|* (7.3)

| =

Die komplexe Wellenamplitude g, hat die Einheit VW,

Die durch Ay(x,y) beschriebene Feldstruktur der Bezugswelle in der Quer-
schnittsebene z = 0 ist unabhéngig von der Ausbreitungsrichtung der Welle. Fiir
eine sich in negative z-Richtung ausbreitende riicklaufende Welle gilt folglich

AR(x,y,Z) = j:l—)O e+jﬂZA~0(x’y) . (74)
Yz)

Die ortsabhéngige komplexe Wellenamplitude der riicklaufenden Welle ergibt sich
zu

b(z) = by e (7.5)
Der Betrag der von der riicklaufenden Welle transportierten Leistung ergibt sich
zu

1
Bl =5 lb(=)| = 3 [bo* (7.6)

| —

7.2. Reflexionsfaktor

Der Reflexionsfaktor o)
z

I'(z) = =% 7.7

D) = 25 (r.1)

ist als Verhaltnis der komplexen Wellenamplitude a(z) der hinlaufenden Welle
und der komplexen Wellenamplitude b(z) der riicklaufenden Welle definiert. Bei
z = 0 ist der Reflexionsfaktor "

Do

£0 =
Qg

(7.8)
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7.3. Resultierende komplexe Wellenamplitude

Mit (7.2) und (7.5) folgt

l_) e+j52 982
L) = QZ pT il e (7.9)

fiir den ortsabhéngigen Reflexionsfaktor I'(z). Der Wellenleiter transformiert den
Reflexionsfaktor. Der Betrag des Reflexionsfaktors

IL(2)| = [Lo|

ist bei den hier betrachteten verlustfreien Wellenleitern ortsunabhéngig. Falls die
riicklaufende Welle durch Reflexion der hinlaufenden Welle an einem nicht ver-
starkendem Abschluss entsteht, ist der Betrag | B,| der Leistung der riicklaufenden
Welle nie grofler als der Betrag |P,| der Leistung der hinlaufenden Welle. Dann
gilt |

b(2)* < 5 la(2)]"

und folglich
IC(2)| < 1. (7.10)

Bei perfekter Anpassung gilt |I'(2)| = 0 und |['(z)| = 1 entspricht einer Totalre-
flexion.

7.3. Resultierende komplexe Wellenamplitude

Die Zeiger a(z) und b(z) in der komplexen Ebene drehen sich gemaf$ (7.2) und (7.5)
mit wachsendem z gegen den beziehungsweise im Uhrzeigersinn, siehe Abbildung
7.1. Die aus der Uberlagerung resultierende komplexe Wellenamplitude ist'

c(2) = a(2) + b(z) =a(z) (1 + L(2))
=gy e (1 + T, ej2ﬂz)

=(1—Ly) age 7 +Loay (e—jﬂz + ejﬂz) (7.11)
= (1 = Iy) ag e 3% + 2Tgaq cos(32) .
hinlaufende Welle stehende Welle

Der ortsabhéngige Betrag der resultierenden komplexen Wellenamplitude ¢(z)

ergibt sich zu .
le(2)] = lao| |1 + L |,

'Es wird die Eulersche Formel e/® = cos(a) + jsin(a) verwendet.
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Im
A a(2)
z \\Q(z)
\
arg(a(z)) 2
> Re
arg(b(z))
b(2)

Abbildung 7.1.: Resultierende komplexe Wellenamplitude ¢(z)

sieche Abbildung 7.2. Es gibt Orte z minimalen und maximalen Betrags |c(z)| der
resultierenden komplexen Wellenamplitude, die sich abwechselnd im Abstand von

T A
A = — = —
T3 1
befinden, siehe auch (2.38). Die absolute Lage der Minima und Maxima héngt
vom Argument des Reflexionsfaktors [y ab. Die Minimalwerte sind

|l inin = laol (T = [L(2)]) (7.12)
und die Maximalwerte sind
|Clmax = laol (1 +|L(2)])- (7.13)
Der Anpassungsfaktor
e 1= L(2)]
m = —"8 = (7.14)
Clmax 1+ IL(2)]

ist als Verhéltnis von Minimalwert |c| . und Maximalwert |c| _  des Betrags
lc(z)| der resultierenden komplexen Wellenamplitude ¢(z) definiert. Fur den An-
passungsfaktor gilt

0<m<1.
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lc(2)] / la

(arg(c(z)) — arg(cy)) /7

1¢

0,5

(a) Betragsverlauf

2 B—t T T
SN
1.5 :
1 i
0,5 .
0 | | 5
-1 —0,75 -0,5 —0,25 0
z/A

(b) Phasenverlauf

Abbildung 7.2.: Stehende Welle
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m = 1 entspricht der perfekten Anpassung und m = 0 einer Totalreflexion. Den
Kehrwert 1/m des Anpassungsfaktors m bezeichnet man als Stehwellenverhélt-
nis (Standing Wave Ratio, SWR). Aus dem Anpassungsfaktor m kann man den
Betrag

IL(2)] = —— (7.15)
des Reflexionsfaktors I'(z) berechnen.

Aufgabe 7.1 Berechnen Sie den auf sein Mazimum |c| .  normierten Betrag
lc(2)| der resultierenden komplexen Wellenamplitude

le(2)]

||

I (2)] =

max

abhdingig von Anpassungsfaktor m, Argument arg(L) des Reflexionsfaktors Iy bei
z = 0, Phasenkonstante 8 und z!

7.4. Spannung und Strom

Fiir eine transversalelektromagnetische Welle auf einem Zweileitersystem, das im
Folgenden auch kurz als Leitung bezeichnet wird, lasst sich auf einfache allgemein-
giiltige Art und Weise eine Beziehung zwischen der komplexen Wellenamplitude
und der Spannung und dem Strom herstellen. Spannung Uy (z) und Strom Iy(z2)
einer sich in positive z-Richtung ausbreitenden hinlaufenden Welle sind iiber den
Wellenwiderstand

. Un(z)

- Iy(2)
miteinander verkniipft, siche (3.20). Der Betrag der von einer hinlaufenden Welle
transportierten Leistung (7.3) berechnet sich mit dem Wellenwiderstand Z, zu

2,

la(2)* = %RG(QH(Z)lE(z)) _ a1

= 7| Iy(2)
7 5 2Ll Ln(2)[",

|P a| = %
siehe (3.30). Wenn man weiterhin wie allgemein iiblich das Argument der kom-
plexen Wellenamplitude a(z) der hinlaufenden Welle gleich dem Argument der
Spannung Uy (z) der hinlaufenden Welle wéhlt, so folgt fiir die komplexe Wellen-
amplitude der hinlaufenden Welle

a(z) = Q\;‘é—i) — 71 (z) . (7.16)
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7.4. Spannung und Strom

Spannung Up (z) und Strom I (2) einer sich in negative z-Richtung ausbreitenden
rucklaufenden Welle sind ebenfalls tiber den Wellenwiderstand

_QR(Z)
Ig(2)

miteinander verkntipft, siehe (3.20). Fiir die komplexe Wellenamplitude einer sich
in negative z-Richtung ausbreitenden riicklaufenden Welle gilt folglich

o) = 2 — ). (7.17)

Man beachte das Minuszeichen im letzten Term.
Die hinlaufende und die riicklaufende Welle iiberlagern sich. Man erhélt die aus
der Uberlagerung resultierende Spannung

7, =

U(2) = Un(2) + Ur(2) = /70 (a(2) + b(2)) (7.18)

—_———
q2)

und den aus der Uberlagerung resultierenden Strom

1

1(z) = In(2) + Ir(2) = N (a(z) = b(2)) .

(7.19)

Aufgelost nach den komplexen Wellenamplituden erhélt man

a(z) = % (\Q/(Ziz + ZL1<z)> (7.20)

und

o) = 5 (\Q/(Ziz - ZL1<2)> | (7.21)

Transversalelektromagnetische Wellen, das heifit Signale auf einem Zweileiter-
system, kann man konventionell durch die resultierende Spannung U(z) und den
resultierenden Strom I(z) oder dquivalent durch die komplexen Wellenamplitu-
den a(z) und b(z) beschreiben. Letztere nicht auf transversalelektromagnetische
Wellen auf Zweileitersystemen beschrinkte Variante ist wegen der einfacheren
Ortsabhéngigkeiten (7.2) und (7.5) die in der Hochfrequenztechnik zu bevorzu-
gende.
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7.5. Impedanz

Die Impedanz

(7.22)

ist als Verhéltnis aus der resultierender Spannung U(z) und dem resultierendem
Strom I(z) definiert. Einsetzen von (7.18) und (7.19) ergibt mit (7.7) und (7.9)

_ Q(Z’) + Q(Z) B 1+ £(z) B 1+1, o262
Z(z) = ZLQ(Z) “z) L7 TG A

Auflésen nach dem Reflexionsfaktor ergibt

r() =282

A (7.24)

Diese Gleichung entspricht formal nicht nur zuféllig den Gleichungen (6.19) und
(6.24) zum Berechnen der Reflexionsfaktoren fiir auf eine ebene Grenzfliache ein-
fallende ebene homogene Wellen.

Bei Kenntnis der Impedanz

1+,
Zo= 2 —
Ly LT T,

bei z = 0 lasst sich der Reflexionsfaktor

 Zy— 2y,
= ZO + ZL
aus (7.23) eliminieren:”

Z(2) =7 (Zy+ Z1) + (Z,

Zy — 70) 0262
(Zo+ 21) — (Zy — Z0)

GjQﬂz
p Z, (e—jﬁz + eiBZ) + 7 (e—jﬁz _ eiBZ)
TV Z, (e73B2 — eif%) 4 7y, (e7iF% + eiF?)
. Zycos(Bz) —jZysin(Bz)
~ M iZ,sin(Bz) + 2y, cos(B2)
Zy — %, tan(8)
=2, : -
7y, — jZytan(Bz)

(7.25)

2Es wird die Eulersche Formel e/® = cos(a) + jsin(a) verwendet.
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7.5. Impedanz

Die Impedanz Z,, bei z = 0 wird durch die Leitung in die Impedanz Z(z) am Ort
z transformiert. Eine Leitung der Lénge [ transformiert die Abschlussimpedanz
Z, in die Eingangsimpedanz

_ g Zy + jZ1, tan(pl)

Z,=L(z=-1) =
=N _(Z ) LZL—i-jZQtan(Bl)’

(7.26)

siehe Abbildung 7.3.

( T
Z1—> Z1, Ly

¢ C

| N|

[ “

[
Abbildung 7.3.: Transformation der Abschlussimpedanz Z, in die Eingangsimpe-
danz Zl
Falls der Reflexionsfaktor I'y bei z = 0 reell und negativ ist, gilt

m—1

= _[.|=""~
=0 |—0| m+ 1’
siehe (7.15). Dies in (7.23) eingesetzt ergibt die Impedanz

m — jtan(fz)
"1 — jmtan(B2)

Z(z) = (7.27)
am Ort z, vergleiche auch (7.25).

Das einem Eintor entsprechende Zweileitersystem mit dem Abschluss am Wel-
lenleiterende kann konventionell durch die Impedanz Z(z) oder dquivalent durch
den Reflexionsfaktor I'(z) beschrieben werden. Letztere nicht auf transversalelek-
tromagnetische Wellen auf Zweileitersystemen beschrankte Variante ist wegen der
wesentlich einfacheren Transformationsgleichung, vergleiche (7.9) und (7.25), die
in der Hochfrequenztechnik zu bevorzugende.

Aufgabe 7.2 FEs wird der im Abbildung 7.4 gezeigte Hohlleiter betrachtet. Der
Hohlleiter ist im Bereich z < 0 leer und im Bereich z > 0 vollstindig mit einem
verlustfreien Dielektrikum mit der relativen Permittivitat e, = 4 und der relativen
Permeabilitat p, ausgefillt. Im Hohlleiter breite sich eine transversalelektrische
Welle in positive z-Richtung aus. Die Kreisfrequenz w sei doppelt so grof$ wie
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die kritische Kreisfrequenz w. des sich ausbreitenden Modes im leeren Hohlleiter.
Wie muss die relative Permeabilitit u, des Dielektrikums gewdhlt werden, damit
die Stofistelle von gefiilltem und leerem Hohlleiterbereich reflexionsfrei ist? Be-
trachten Sie hierzu die Grenzflichenbedingungen der Tangentialkomponenten der
Feldstarken bei z = 0.

€0, Mo E0Ery Hofby

[

z=0
Abbildung 7.4.: Teilweise gefiillter Hohlleiter

Aufgabe 7.3 Berechnen Sie fiir den Fall reeller Impedanzen Z = R den Anpas-
sungsfaktor m abhdngig von Widerstand R und Wellenwiderstand Zy,!

7.6. Leistung

Fiir den Energietransport in Richtung der Langsachse des Wellenleiters, die der z-
Richtung entspricht, ist nur die z-Komponente des komplexen Poynting-Vektors S
gemaf (1.80) relevant, die man aus den Transversalkomponenten der Feldstarken
der hinlaufenden und der riicklaufenden Welle wie folgt berechnet:

[

L (- B

((EHX + Egy) (ﬂik{y + ﬂﬁy) - (EHy + ERy) (i, + EEX))

N)IHI\DIHI\DIH

(EHXH;Iy + EHXH*Ry + ERXH;Iy + ERle*%y

- EHyﬂEX - EHyﬂEx o ER}’EEX - ER}’EEX) :
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7.7. Messen des Reflexionsfaktors mit einer Messleitung

Mit dem Feldwellenwiderstand Zy folgt weiterhin®

ZF * * * *
iz :? (ﬂHyﬂHy + ﬂHyﬂRy - ﬂRyﬂHy - ﬂRyﬂRy
+ ﬂHxﬂEX + ﬂHxﬂ*Rx - ERXEEX - ERXEEX)
ZF 2 2
:7 ( |ﬂHx|2 + ’ﬂHy’ - |ﬂRX|2 - ’ﬂRy’

+ 2j Im(Hy, Hy, ) + 2jIm (EHYE*RY) >’

siehe (2.27), (2.28), (2.32) und (2.34). Die transportierte Leistung ergibt sich aus
dem Realteil

Re(s.) = 5 (1l + 2, [*) = 5 (110l + )

der z-Komponente S, des komplexen Poynting-Vektors S. Die in positive z-
Richtung transportierte Leistung ist folglich der Betrag |P,| der von der hin-
laufenden Welle transportierte Leistung weniger dem Betrag |P,| der von der
riicklaufenden Welle transportierten Leistung. Mit (7.3) und (7.6) erhélt man die
transportierte Leistung

P=|P| = |P| =5 la(2)" - % b(=)]” (7.28)

N | —

7.7. Messen des Reflexionsfaktors mit einer
Messleitung

Die in Abbildung 7.5 gezeigte Messleitung ist eine Einrichtung zum Messen der
Feldverteilung auf einem Wellenleiter, der mit einem zu bestimmenden Refle-
xionsfaktor 'y abgeschlossenen ist. Sie besteht aus dem Wellenleiter und einer
verschiebbaren Sonde mit Detektor. Die Sonde ragt in das Feld des Wellenleiters
und am Detektor ergibt sich eine zum Betrag |c(z)| der resultierenden komplexen
Wellenamplitude ¢(z) proportionale Gleichspannung.

Mit der Messleitung konnen die Orte z der scharfen Minima sehr genau be-
stimmt werden. Weiterhin konnen die minimalen und maximalen Betréige |c(z)]
der resultierenden komplexen Wellenamplitude ¢(z), bis auf einen unbekannten
gemeinsamen Proportionalitatsfaktor, genau gemessen werden. In Abbildung 7.6
sind typische Verldufe dargestellt.

3Der Imaginérteil einer komplexen Gréfie berechnet sich zu Im(z) = 2% (x —z*).
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Abbildung 7.5.: Universalmessleitung, Baujahr 1959

Zunéchst erfolgt eine Kalibriermessung bei Abschluss des Wellenleiters mit ei-
nem Kurzschluss. Der Abstand zweier Minima entspricht A/2, es kann also die
Wellenlénge A bestimmt werden. Weiterhin wird der Ort eines Minimums be-
stimmt. Dort liegt stets der gleiche Reflexionsfaktor wie am Wellenleiterende vor,
da der Abstand vom Wellenleiterende ein ganzzahliges Vielfaches von \/2 ist,
siehe (7.9) und (2.38).

Im néchsten Schritt werden bei Abschluss des Wellenleiters mit dem zu be-
stimmenden Reflexionsfaktor I'; der Abstand Az des Minimums in Richtung des
Messobjekts vom zuvor bestimmten Ort des Minimums bei Abschluss mit ei-
nem Kurzschluss und durch Amplitudenmessung der Anpassungsfaktor m gemafl
(7.14) gemessen. Fiir den Betrag des Reflexionsfaktors folgt mit (7.15)

|£0| — + |Q|min. (729)

Beim Fortsetzen der Amplitudenverlédufe tiber das Wellenleiterende hinaus be-
finde sich im Abstand Az hinter dem Ende des Wellenleiters das néchste Mi-
nimum, das heifit hier wire das Argument des Reflexionsfaktors 7. Den Refle-
xionsfaktor [, am Ende des Wellenleiters erhdlt man durch Transformation des
negativen reellen Reflexionsfaktors — [I'y| im Abstand Az hinter dem Ende des
Wellenleiters mit einer Leitung der Lange Az. Fiir das Argument des Reflexions-

faktors folgt
A
arg(Ly) =7 —20Az =m — 47TTZ, (7.30)
siehe (7.9) und (2.38).
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7.8. Leitungen als Bauelemente

A2
Abbildung 7.6.: Messleitung
Fir Zweileitersysteme mit dem Wellenwiderstand Z;, berechnet man aus dem
Reflexionsfaktor I'y mit (7.23) die Impedanz

1+ 1,
1-0y

Zy =2y, (7.31)

7.8. Leitungen als Bauelemente

7.8.1. Kurzgeschlossene Leitung

Die Eingangsimpedanz der kurzgeschlossenen Leitung aus Abbildung 7.7 ergibt
sich mit (7.26) zu
Z, = jZy tan(pl), (7.32)

siche Abbildung 7.8.
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C C
Z, =jX1— 21, Zy =0
C C
|< ;
l

Abbildung 7.7.: Kurzgeschlossene Leitung

X,/Q = m(Z,) /2

3

2

vl

=

ind. kap. ind.

Abbildung 7.8.: Blindwiderstand der kurzgeschlossenen Leitung

7.8.2. Leerlaufende Leitung

Die Eingangsimpedanz der leerlaufenden Leitung aus Abbildung 7.9 ergibt sich
mit (7.26) zu

1
Z, =, ———— = —jZy cot(pl 7.33
=N Lj tan(/@[) .] L CO (/8 )7 ( )
siehe Abbildung 7.10.
( O
Zl = JX1_> ZL ZQ = 00
¢ O
le N
N “

l
Abbildung 7.9.: Leerlaufende Leitung
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X,/Q = 1m(Z,) /9

w3

kap. ind. kap.

Abbildung 7.10.: Blindwiderstand der leerlaufenden Leitung

7.8.3. Autotransformation

Eine Leitung der Lénge [ = A\/2 transformiert die Abschlussimpedanz Z, in die
Eingangsimpedanz
Zo + 7y tan(m)
Zy =2, -
Zy, + jZy tan(m)
siehe (7.26), (2.38) und Abbildung 7.11. Die Abschlussimpedanz Z, wird in sich
selbst transformiert. Man bezeichnet dies als Autotransformation.

=4, (7.34)

(C C
Ly =Ly—> A9 Ly
(¢ C
le N
[ j_ 2 “

2
Abbildung 7.11.: \/2-Transformator

Aufgabe 7.4 FEs wird der in Abbildung 7.12 gezeigte, aus einem an beiden Enden
kurzgeschlossenen Hohlleiter der Breite a, der Hohe b und der Lange | bestehen-
de Hohlraumresonator betrachtet. Bei welchen Kreisfrequenzen treten Resonanzen
auf, das heifit bei welchen Kreisfrequenzen kann in dem Hohlraumresonator ein
nichtverschwindendes elektromagnetisches Feld existieren?

175



Kapitel 7. Leitungstheorie

Abbildung 7.12.: Hohlraumresonator

7.8.4. Dualtransformation

Eine Leitung der Lénge [ = A\/4 transformiert die Abschlussimpedanz Z, in die
Eingangsimpedanz

B Zg—l—jZLtan(g) oz
4 =2 21+ 4y tan(%) - Z, (7.35)

siehe (7.26), (2.38) und Abbildung 7.13. Man bezeichnet diese Transformation als
Dualtransformation. Insbesondere kann man jede reelle Abschlussimpedanz R, in
jede beliebige andere reelle Eingangsimpedanz R; transformieren, man muss nur

den Wellenwiderstand
ZL - \/RlRQ (736)

der Leitung passend wahlen.

( C
R1 —> ZL R2
( C
|< >|
[ I A |

Abbildung 7.13.: A/4-Transformator
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7.9. Symmetrische Dreileitersysteme

Auf einem symmetrischen Dreileitersystem konnen sich zwei orthogonale transver-
salelektromagnetische Moden, der Gegentaktmode und der Gleichtaktmode aus-
breiten. Man definiert komplexe Wellenamplituden a(~)(z) und b~)(z) der hinlau-
fenden und der riicklaufenden Gegentaktwelle sowie komplexe Wellenamplituden
a™®(z) und b (2) der hinlaufenden und der riicklaufenden Gleichtaktwelle ana-
log zu Abschnitt 7.1. Die Bezugswellen sind wieder so gewahlt, dass der Betrag
der transportierten Leistungen 1/2 ist. Fiir die hinlaufenden Wellen erhélt man
unter Ausnutzen der Orthogonalitdt der Moden den Betrag der transportierten
Leistung

P =|Re(U(2) I (2)) + Re(U) () 157" (2))|
== ’Q(,)<z)’2 + % ‘Q(H(z)

siche (3.70). Analog erhélt man fiir die riicklaufenden Wellen den Betrag der
transportierten Leistung

P = Re(US7(2) I (2)) + Re(UR (2) IF" (2)) |

2

)

1 2 1 2
——p=) Z ptH)
_Q‘Q (Z)‘ +2’l—) (Z)’ ’
Analog zu (7.28) erhélt man die transportierte Leistung
P =B — [Py 27)
1, 2 1 2 1, 2 1 2 7.37
=5 100G + 50V - S PR -5 )

Unter Verwenden der Wellenwiderstédnde (3.60) und (3.61) von Gegentaktmode
und Gleichtaktmode lassen sich die komplexen Wellenamplituden aus den zugeho-
rigen Spannungen und Stromen analog zu (7.16) und (7.17) wie folgt berechnen:

4O = |5 ) = V2201 ). (7.38)
L

BOE) = | 25U ) = V220100, (7.39)
L

4D = | Ui ) = V221, (7.40)
L

BE) = U8 () = 2210 e). (7.41)
L
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Die Spannungen und Strome der hinlaufenden und der riicklaufenden Wellen
iiberlagern sich. Man erhélt analog zu (7.18) und (7.19) die aus der Uberlagerung

resultierende Gegentaktspannung

(=)
UOE) = U6) + U0 () = | 2o (4O6) +50())

die aus der Uberlagerung resultierende Gleichtaktspannung

Z(+)
UO(:) = U () + U () = | T (a96) +59(:).

den aus der Uberlagerung resultierenden Gegentaktstrom

[96) = 176 + 106) = | — (476) - 1),

und den aus der Uberlagerung resultierenden Gleichtaktstrom

19(:) = 1 () + 11(2) = | - Zl(+> (=) = (2))

(7.42)

(7.43)

(7.44)

(7.45)

Die komplexen Wellenamplituden lassen sich aus den resultierenden Spannungen
und resultierenden Stromen analog zu (7.20) und (7.21) wie folgt berechnen:

a7 (z) = ipg“)(z) + ?_(‘)(z),
E76) = 5ol ) - ?ﬁ(z),
() = | ) + A% 10,
b = 221£+>Q(+)(2)— Zg)—(*’(z)

(7.46)

(7.47)

(7.48)

(7.49)

Zunéchst sollen nur symmetrische Abschliisse betrachtet werden, siehe Abbil-
dung 7.14. An symmetrischen Abschliissen wird jeder Mode nur in sich selbst
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reflektiert. An asymmetrischen Abschliissen kann hingegen auch eine Modenkon-
version auftreten, sieche Abschnitt 9.1.6. Wegen der im Allgemeinen unterschied-
lichen Wellenwiderstinde von Gegentaktmode und Gleichtaktmode und der un-
terschiedlichen fiir die verschiedenen Moden sichtbaren Impedanzen sind die Re-
flexionsfaktoren an ein und dem selben symmetrischen Abschluss fiir die beiden
Moden im Allgemeinen unterschiedlich.

Die fiir den Gegentaktmode wirksame Abschlussimpedanz ergibt sich aus der
Zs 19
2

Parallelschaltung von Z, ;, und

Z2 12
Z12 . Zyi0—5—

2 o Zyas '
Z2,10 + 2

(7.50)

Aus (7.24) ergibt sich unter Verwenden des Wellenwiderstands Zﬁf) des Gegen-
taktmodes geméaf (3.60) der Reflexionsfaktor

o 28 -z

Ly ' =—5——=5 (7.51)
C o Z0 vzl

des Gegentaktmodes. Die Abschlussimpedanz Z. §‘> wird durch die Leitung in die
fiir den Gegentaktmode sichtbare Eingangsimpedanz

ARCEE Zg_) +jZ£_) tan (1)

Zgi) =4, 10” = (= _ (7-52)
U2z 4528 tan(BD)
transformiert, siehe (7.26).
Fiir den Gleichtaktmode ist die Abschlussimpedanz
z{) = Z3 10 (7.53)

wirksam, so dass sich aus (7.24) unter Verwenden des Wellenwiderstands ZI(f) des
Gleichtaktmodes gemé8 (3.61) der Reflexionsfaktor

+) _ Zgﬂ B ZI€+)

. (7.54)
Z;—H +Z[(,+)

des Gleichtaktmodes ergibt. Die Abschlussimpedanz Z. gﬂ wird durch die Leitung
in die fiir den Gleichtaktmode sichtbare Eingangsimpedanz
Z59 + 325 tan(B1)

Z(+) — Z(Jr) = - "
T 9 428 tan (1) "

transformiert, siehe (7.26).
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Zz,lz/Q

=== ————— - - Kurzschluss

l§+)—>(
Qng)l 12,12/2
(A ————— Leerlauf
QYF) : | | Z2,12/2
IN—ce
le
"\

Abbildung 7.14.: Impedanztransformation durch ein symmetrisches Dreileitersys-
tem
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Aufgabe 7.5 FEs wird ein aus drei gleichartigen Leitern in gleicher relativer An-
ordnung bestehendes Dreileitersystem betrachtet, siehe Aufgabe 3.5. Bestimmen
sie die Impedanzen Zy 1o und Zsy 15 des symmetrischen Abschlusses abhdingig vom
Wellenwiderstand Zy, derart, dass weder Gegentaktmode noch Gleichtaktmode re-
flektiert werden:

=1 =0

!
DN
|

7.10. Massegekoppelte symmetrische
Dreileitersysteme

Fiir massegekoppelte symmetrische Dreileitersysteme sind geméaf (3.72) die Wel-
lenwiderstande der beiden Moden gleich. Damit sind auch die Reflexionsfaktoren
an einem symmetrischen massegekoppelten Abschluss fiir beide Moden gleich.
Der Abschluss in Abbildung 7.14 wére beispielsweise dann ein massegekoppelter
Abschluss, wenn Z, 15 = oo nicht vorhanden ware und damit auch ng) =Z g*
gilt.

Die hier primér interessierende Besonderheit eines massegekoppelten symme-
trischen Dreileitersystems besteht jedoch darin, dass man es auch als ein Paar
gleichartiger Zweileitersysteme ansehen kann. Die komplexen Wellenamplituden
auf diesen Zweileitersystemen kann man aus den zugehérigen Spannungen und
Stromen auf den Zweileitersystemen berechnen, siehe (7.16) und (7.17). Die Span-
nungen und Strome auf den Zweileitersystemen kann man durch die Spannungen
und Strome der Gegentaktwellen und Gleichtaktwellen ausdriicken, siehe (3.62),
(3.63) (3.66) und (3.67), und diese kann man schliefilich aus den komplexen Wel-
lenamplituden der Gegentaktwellen und Gleichtaktwellen berechnen, siehe (7.38),
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(7.39), (7.40) und (7.41):

0y () <) _ Un'(2) + Ui (2)
BV N
=\ ZuLin(2) = /70 (L7 (2) + 1
_Q(f)( )+Q(+)(z)
V2
Ur(z) UL +U (=)
b1<z) = 7 = \/Z_L

(7.56)

(7.57)

(7.58)

(7.59)

Durch Auflésen nach den komplexen Wellenamplituden der Gegentaktwellen und
Gleichtaktwellen erhélt man:
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b(’)(z) -
Q(+)(Z) _

1_7(+)(Z) _

a1(2) — as(2)

V2

bi(z) - b2(2)’

V2

a1(2) + as(2)

V2

bi(z) + @2(2)'

V2

(7.60)
(7.61)
(7.62)

(7.63)
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Kreisdiagramme

8.1. Normierung

Das Ziel der folgenden Uberlegungen ist es, graphische Hilfsmittel zur Analy-
se und Synthese von Schaltungen zu schaffen. Universell einsetzbare graphische
Hilfsmittel und Schaltungen erhélt man durch Normierung.

Die Impedanzen normiert man geméf

A R X

SR e 8.1
R RB+JRB (8.1)

N

=R+jX

auf einen reellen positiven Bezugswiderstand Rg. Entsprechend normiert man die
Admittanzen

Y =— 8.2
= 52
gemaf
- L .Y B
Y=G4+iB= "— = — ] — 8.3
Y=CG+iB=—=+ig (8.3)
auf den reellen positiven Bezugsleitwert
Gy — — (8.4)
B = RB . .
Es folgt die Inversionsbeziehung
| 1 R X
}/v:C;'—i—B:—,,:~ =~ = —= — — j—= ~—. 8.5
- WEmZ2 Rrx Rixz TRixe (85)
Weiterhin normiert man die Kreisfrequenz gemaf
W
D= — 8.6
-2 (8.6)

auf die reelle positive Bezugskreisfrequenz wg.
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Fiir den normierten Blindwiderstand einer Induktivitat L folgt

-~ wlL _wpl
X == o piee 8.7
ke Ry (8.7)
H’V/_/

L

das heifit Induktivitdten werden auf die Bezugsinduktivitét

R
Ly =—2 (8.8)
wB

normiert.
Fiir den normierten Blindleitwert einer Kapazitidt C' folgt

wC - WBC

B=_"=— 8.9
——
c
das heifit Kapazitaten werden auf die Bezugskapazitéit
G
Cp=—2 (8.10)
WwB

normiert.

8.2. Inversionsdiagramm

8.2.1. Herleitung des Inversionsdiagramms

Die Inversion (8.5) beschreibt eine konforme Abbildung der normierten Impe-
danzebene auf die normierte Admittanzebene, siche Abbildung 8.1. Da es sich
um einen Sonderfall der Mobius-Transformation handelt, werden Kreise auf Krei-
se abgebildet, wobei Geraden als Sonderfélle von Kreisen mit unendlichem Ra-
dius anzusehen sind. Die senkrechten Geraden konstanten normierten Wirkwi-
derstands R der normierten Impedanzebene werden auf Kreise konstanten nor-
mierten Wirkwiderstands R mit Mittelpunkt ﬁ und Radius %% in der normier-
ten Admittanzebene abgebildet. Die horizontalen Geraden konstanten normierten
Blindwiderstands X der normierten Impedanzebene werden auf Kreise konstan-
ten normierten Blindwiderstands X mit Mittelpunkt —j% und Radius L

o in der
normierten Admittanzebene abgebildet.
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iX
A
J24
jl_"_ — & -
- ~
AN
! \
L/ - <
\ \
—
~\ _\_ 2
. P\ /
1} 7
//
—j14—"" ~ -
| |
| | /
W — P
. | Z=1/Y 5

Abbildung 8.1.: Inversionsdiagramm

Die Umkehrabbildung der normierten Admittanzebene auf die normierte Impe-
danzebene ist vollig dual. Die senkrechten Geraden konstanten normierten Wirk-
leitwerts G der normierten Admittanzebene werden auf Kreise konstanten nor-
mierten Wirkleitwerts G mit Mittelpunkt % und Radius % in der normierten Im-
pedanzebene abgebildet. Die horizontalen Geraden konstanten normierten Blind-
leitwerts B der normierten Admittanzebene werden auf Kreise konstanten nor-
mierten Blindleitwerts B mit Mittelpunkt —jﬁ und Radius ﬁ in der normierten
Impedanzebene abgebildet. Wegen der Dualitdt kann man das gleiche Inversi-
onsdiagramm als normierte Impedanzebene oder als normierte Admittanzebene
nutzen.

Aufgabe 8.1 Zeigen Sie, dass die Orte konstanten normierten Wirkwiderstands

R und die Orte konstanten normierten Blindwiderstands X Kreise in der nor-
maierten Admittanzebene sind!
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8.2. Inversionsdiagramm

8.2.2. Transformation mit konzentrierten Bauelementen

8.2.2.1. Serienschaltung im Inversionsdiagramm

Zunéchst wird die Serienschaltung konzentrierter Bauelemente betrachtet, siehe
Abbildung 8.2.

iB
A
24
e 1
X - Q—OS
] S X +olg
Lg R
Rg N
—————————— [ o X
7= R+iX
i .
Cs N
,,,,,, y X — L
wCg
—jl- ‘
S 1 AL A
—j24 ! ! —j2-f

Abbildung 8.2.: Serienschaltung im Inversionsdiagramm

« Die Serienschaltung eines normierten Wirkwiderstands ist eine verlustbehaf-
tete Transformation, mit der sich in der normierten Impedanzebene Punkte
rechts von Z und in der normierten Admittanzebene Punkte auf dem Seg-
ment des Kreises konstanten normierten Blindwiderstands durch ¥ = 1 / Z
in Richtung Ursprung erreichen lassen.
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o Die Serienschaltung eines normierten Blindwiderstands ist eine verlustfreie
Transformation, mit der sich in der normierten Impedanzebene Punkte ober-
halb oder unterhalb von Z und in der normierten Admittanzebene Punkte
auf dem Kreis konstanten normierten Wirkwiderstands durch Y = 1 / Z er-
reichen lassen.

8.2.2.2. Parallelschaltung im Inversionsdiagramm

Nun wird die Parallelschaltung konzentrierter Bauelemente betrachtet, siche Ab-

bildung 8.3.

O—¢
Gp Y Lp Y Cp == Y
O—¢
iX iB o
A A > G+ G
_]2— . JQ— G 3 P
=1 §
b= 1
Jl _ A % B +w ~P
C .
g Gp | .
—————————— 3 ——— B
Y =¢+ib
| > G
. 1 2
va B 1
””” B— i
‘ il
7 1 _ p vy
—j24 —j24

Abbildung 8.3.: Parallelschaltung im Inversionsdiagramm
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8.2. Inversionsdiagramm

o Die Parallelschaltung eines normierten Wirkleitwerts ist eine verlustbehaf-
tete Transformation, mit der sich in der normierten Impedanzebene Punkte
auf dem Segment des Kreises konstanten normierten Blindleitwerts durch Z
in Richtung Ursprung und in der normierten Admittanzebene Punkte rechts
vonY =1 / 7 erreichen lassen.

o Die Parallelschaltung eines normierten Blindleitwerts ist eine verlustfreie
Transformation, mit der sich in der normierten Impedanzebene Punkte auf
dem Kreis konstanten normierten Wirkleitwerts durch Z und in der nor-
mierten Admittanzebene Punkte oberhalb oder unterhalb von ¥ = 1 / Z
erreichen lassen.

8.2.2.3. Transformation mit mehreren Blindelementen

Durch verwenden mehrerer Blindelemente kénnen ausgehend von Z, flichige Be-
reiche in der normierten Impedanzebene oder in der normierten Admittanzebene
erreicht werden, siehe Abbildung 8.4. Man kann jede Transformationsaufgabe mit
einer Transformationsschaltung aus zwei Blindelementen l6sen, man muss jedoch
neben den Bauelementewerten auch die Schaltungstopologie geeignet wahlen.

iX

A

\
. \ /
; \ /
J \ /
/ |
/ [
. / &
/
J1 PSS
AN Prag ’
AN /
- i
/ /
/ / Fan
/ \ ,/ N\

einfach erreichbar

doppelt erreichbar

Abbildung 8.4.: Transformation mit mehreren Blindelementen

Es gibt verlustfreie Transformationsschaltungen aus drei Blindelementen, wie
die II-Schaltung, siehe Abbildung 8.5, und die T-Schaltung, siehe Abbildung 8.6,
mit denen man allein durch passende Wahl der Bauelementewerte jede Transfor-
mationsaufgabe losen kann.
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Abbildung 8.5.: TI-Schaltung

> R O O I O

Abbildung 8.6.: T-Schaltung
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8.3. Leitungsdiagramm

Aufgabe 8.2 Die in Abbildung 8.7 dargestellte Schaltung aus der Induktivitdt
L =20uH und den Kapazititen C; = 1,25nF und Cy = 500 pF transformiert den
Widerstand R = 1002 in die Fingangsimpedanz Z. Die Schaltung werde bei der
Kreisfrequenz w = 107 s~ betrieben. Bestimmen Sie die Eingangsimpedanz Z!

Abbildung 8.7.: Transformationsschaltung mit konzentrierten Bauelementen

8.3. Leitungsdiagramm

8.3.1. Herleitung des Leitungsdiagramms
8.3.1.1. Negativer reeller Reflexionsfaktor

Es werden Leitungstransformationen in der auf den Wellenwiderstand Zj, nor-
mierten Impedanzebene betrachtet, sieche Abbildung 8.8. Zunéachst wird der Spe-
zialfall der Transformation eines negativen reellen Reflexionsfaktors [y = — |I'y]
betrachtet. Die auf den Wellenwiderstand Zp, normierte Impedanz

g - %

= 8.11
Z:-3 (3.11)

ist dann reell und kleiner als eins, siehe (7.23). Mit (7.14) folgt der Anpassungs-
faktor
L _1-n
L+ [Ly|

Die auf den Wellenwiderstand Z;, normierte Eingangsimpedanz einer mit dem
negativem reellem Reflexionsfaktor ['y; abgeschlossenen Leitung der normierten
Lange

~

=+ 8.12
. (312

ist .

Z, m +jtan(27rl) (8.13)

2y 14ijm tan(27rl~) ’ '

Z1:
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C [€
Z1 - ZQ
C [€
le N
N 7

]
Abbildung 8.8.: Leitungstransformation

siehe (7.27) und (2.38).

Die auf den Wellenwiderstand Z;, normierte Eingangsimpedanz Z, kann als
Funktion des Anpassungsfaktors m oder als Funktion von tan(ZwZ) betrachtet
werden. Es handelt sich um Sonderfélle der Mobius-Transformation. Bei den Or-
ten konstanten Anpassungsfaktors m oder den Orten konstanter normierter Lei-
tungslinge [, was einem konstanten tan(QWf) entspricht, handelt es sich folglich
um Kreise in der auf den Wellenwiderstand Zp, normierten Impedanzebene, siehe
Abbildung 8.9.

Einen Kreis konstanten Anpassungsfaktors m erhilt man bei einem konstan-
tem negativen reellen Reflexionsfaktor ', = — |[y| und Variation der normierten
Leitungslange . Der Kreis konstanten Anpassungsfaktors m hat den Mittelpunkt
% (% + m) und den Radius % (% — m) in der auf den Wellenwiderstand 77, nor-
mierten Impedanzebene.

Einen Kreis konstanter normierter Leitungslinge { erhilt man bei Variation
des Anpassungsfaktors m, das heifft bei Variation des negativen reellen Reflexi-
onsfaktors Iy = — |Iy|. Der Kreis konstanter normierter Leitungslénge [ hat den

Mittelpunkt —j cot (47?0 und den Radius |—~>

71, normierten Impedanzebene. Die Kreisgleichung ist

sin(47rl~)
2, +jcot (4 = (;)
o sin (4Wf)

Einsetzen von Z, = 1 ergibt

. 2 2 (sin(47rl'))2 + (COS(47TZ))2 B 1 2
’ 14 jcot (47?Z) ‘ =1+ (cot (471'[)) = (Sin (477Z) ) 5 =\ (4ﬂf) ,
das heifit alle Kreise konstanter normierter Leitungslinge [ gehen durch den Punkt

1. Beim Durchlaufen des Punktes 1 auf einem der Kreise andert sich der Parameter

[ um 1/4, siche Abbildung 8.9.

in der auf den Wellenwiderstand
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8.3. Leitungsdiagramm

Abbildung 8.9.: Kreis konstanten Anpassungsfaktors m und Kreise konstanter
normierter Leitungslange [ in der auf den Wellenwiderstand Zp,
normierten Impedanzebene

In der auf den Kehrwert 1/Z;, des Wellenwiderstands normierten Admittanze-
bene erhilt man durch Bilden des Kehrwerts von (8.13)

zl _ i _ 1 +jmtan(2ﬂ) _ % +jtan(27rZ) ' (8.14)
4y m+j tan(QWZ) 1+jL tan(QWf)

Bis auf die Ersetzung von m durch 1/m ist dies die gleiche Formel wie fiir die auf
den Wellenwiderstand Z;, normierten Impedanzebene, siehe (8.13). Fiir die Orte
konstanten Anpassungsfaktors m oder die Orte konstanter normierter Leitungs-
lange [ ergeben sich deshalb die formal gleichen Kreisgleichungen wie in der auf
den Wellenwiderstand Z;, normierten Impedanzebene, wobei die beiden Aste / und
[+4 der Kreise konstanter normierter Leitungslinge [ jedoch vertauscht sind. Ins-
besondere befinden sich die Orte negativen reellen Reflexionsfaktors I'y = — |I's]
jetzt rechts vom Ort perfekter Anpassung.

193



Kapitel 8. Kreisdiagramme

315

310

2|5

2]0

LT |

]

s

115

L

\
]
l
|
By S

Y

AN

I
i
] ]

I~

046

G

WS

9

]

o7

[ dhe—1]

—H

R en e

1] *‘Qég"

35

1,0

194

.05 1

-1,0




8.3. Leitungsdiagramm

Aufgabe 8.3 Zeigen Sie, dass die Orte konstanten Anpassungsfaktors m und die
Orte konstanter normierter Leitungslinge | Kreise in der auf den Wellenwider-
stand Zy, normierten Impedanzebene sind!

8.3.1.2. Komplexer Reflexionsfaktor

Der komplexe Reflexionsfaktor I, kann geméf (7.9) als Ergebnis der Transfor-
mation eines negativen reellen Reflexionsfaktors — |['y| mit einer Leitung der nor-
mierten Léange

- —arg(ly)

lO _

A

aufgefasst werden, siche auch (8.12) und (2.38). Diese virtuelle normierte Lei-
tungslange [y ist zur normierten Lange [ der realen Leitung hinzu zu addieren,
um die normierte Eingangsimpedanz Z, als Ergebnis der Transformation eines
negativen reellen Reflexionsfaktors — |I'y| zu erhalten, siehe Abbildung 8.10.

iX
A

—i14
I 4+1=035

—j2—

Abbildung 8.10.: Transformation einer beliebigen normierten Impedanz Z,. Bei-
spiel Z, =1,84j0,5 und [ = 0,13
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8.3.2. Transformation mittels Stichleitung

Abbildung 8.11 zeigt ein Beispiel einer nur aus Leitungen bestehenden Transfor-
mationsschaltung. Alle Leitungen haben den gleichen Wellenwiderstand Zy,. Alle
Admittanzen sind auf den Kehrwert 1/7;, des Wellenwiderstands normiert. Allein
durch passende Wahl der normierten Leitungslingen [; und I, kann man jede
beliebige normierte Admittanz Y, in die normierte Eingangsadmittanz ¥, = 1
transformieren. Die parallel geschaltete kurzgeschlossene Stichleitung wirkt wie
ein parallelgeschalteter normierter Blindleitwert Bs.

jB
A
ZQ Jl_
o0—< C
21_> Y/2 —j14
o0—< C
le N
< - g
Iy

Abbildung 8.11.: Transformation mittels Stichleitung

8.4. Smith-Diagramm

8.4.1. Herleitung des Smith-Diagramms

Das Smith-Diagramm stellt das Innere des Einheitskreises der Reflexionsfaktor-
ebene dar, siche Abbildung 8.12.

Man kann das Smith-Diagramm auch als konforme Abbildung der rechten Halb-
ebene der auf den Wellenwiderstand Zp, normierten Impedanzebene mittels der
Abbildungsvorschrift

[N

—1
+1

r= (8.15)

N
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8.4. Smith-Diagramm

R = const.
X = const.
G = const.
B = const.
m = const.

[ = const.

Abbildung 8.12

Y-

7\

-

I'-Ebene

OO

Z— Ebene

. Konforme Abbildung der Impedanzebene und der Admittanze-
bene auf die Reflexionsfaktorebene
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auffassen, siehe (7.24). Alternativ kann man es auch als konforme Abbildung der
rechten Halbebene der auf den Kehrwert 1/7;, des Wellenwiderstands normierten
Admittanzebene mittels der Abbildungsvorschrift

[~

1 —
=— 8.16
1+ ( )

=<

auffassen, siehe (8.5). Die beiden konformen Abbildungen unterscheiden sich ma-
thematisch nur im Vorzeichen, das heifit in einer Spiegelung am Ursprung. Da es
sich um Sonderfélle der Mobius-Transformation handelt, werden Kreise auf Kreise
abgebildet, wobei Geraden wieder als Sonderfalle von Kreisen mit unendlichem
Radius anzusehen sind.

Im Smith-Diagramm sind die Kreise konstanten normierten Wirkwiderstands
R und die Kreise konstanten normierten Blindwiderstands X eingezeichnet. Die
Kreise konstanten normierten Wirkwiderstands R sind Kreise mit Mittelpunkt

R

1B und Radius Tlﬁi' Die Kreise konstanten normierten Blindwiderstands X sind

Kreise mit Mittelpunkt 1 + j% und Radius ’%‘

Die Kreise konstanten normierten Wirkleitwerts G' und den Kreise konstanten
normierten Blindleitwerts B fehlen meistens. Da sich die Abbildungsvorschriften
(8.15) und (8.16) nur im Vorzeichen unterscheiden, entstehen diese Kreissyste-
me aus den Kreisen konstanten normierten Wirkwiderstands R und den Kreisen
konstanten normierten Blindwiderstands X durch Spiegeln am Ursprung. Man
behilft sich, indem man die zu betrachtenden Punkte und Transformationswege
am Ursprung gespiegelt eintragt.

Die Kreise konstanten Anpassungsfaktors m sind Kreise konstanten Reflexi-
onsfaktorbetrags || und damit konzentrische Kreise um den Ursprung mit Ra-
dius ;—2’ siehe (7.15). Die Orte konstanter normierter Leitungslinge [ sind Orte
konstanten Reflexionsfaktorarguments arg(l') und damit Geraden durch den Ur-

sprung in der Reflexionsfaktorebene, siehe (7.9) und (2.38).

Aufgabe 8.4 Zeigen Sie, dass die Orte konstanten normierten Wirkwiderstands
R und die Orte konstanten normierten Blindwiderstands X Kreise in der Refle-
xionsfaktorebene sind!

8.4.2. Transformation mit konzentrierten Bauelementen
8.4.2.1. Serienschaltung im Smith-Diagramm

Zunachst wird die Serienschaltung konzentrierter Bauelemente betrachtet, siehe

Abbildung 8.13.
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1N
[\\B
[N

Abbildung 8.13.: Serienschaltung im Smith-Diagramm

» Bei Serienschaltung eines normierten Wirkwiderstands erfolgt die Reflexi-
onsfaktordnderung entlang eines Kreises konstanten normierten Blindwider-
stands X in Richtung des Punktes I' = 1.

o Bei Serienschaltung eines normierten Blindwiderstands erfolgt die Reflexi-
onsfaktordnderung entlang eines Kreises konstanten normierten Wirkwider-
stands R.

8.4.2.2. Parallelschaltung im Smith-Diagramm

Nun wird die Parallelschaltung konzentrierter Bauelemente betrachtet, siche Ab-
bildung 8.14.

o Bei Parallelschaltung eines normierten Wirkleitwerts erfolgt die Reflexions-
faktoranderung entlang eines Kreises konstanten normierten Blindleitwerts
B in Richtung des Punktes I' = —1.
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=
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Abbildung 8.14.: Parallelschaltung im Smith-Diagramm

o Bei Parallelschaltung eines normierten Blindleitwerts erfolgt die Reflexions-
faktordnderung entlang eines Kreises konstanten normierten Wirkleitwerts

G.

Links unten in Abbildung 8.14 wird ein Smith-Diagramm mit Kreisen konstan-
ten normierten Wirkleitwerts und die Kreise konstanten normierten Blindleitwerts
verwendet. Rechts unten in Abbildung 8.14 ist am Beispiel der Transformation
durch Parallelschaltung einer Induktivitat die Konstruktion des am Ursprung ge-
spiegelten Transformationsweges dargestellt. Diese Konstruktion verwendet man,
falls die Kreise konstanten normierten Wirkleitwerts und die Kreise konstanten
normierten Blindleitwerts im verwendeten Smith-Diagramm nicht enthalten sind.

8.4.3. Leitungstransformation im Smith-Diagramm

Eine Leitung bewirkt eine Reflexionsfaktoranderung entlang eines Kreises kon-
stanten Anpassungsfaktors m im Uhrzeigersinn, siehe Abbildung 8.15. Der Winkel
der Drehung ist proportional zur normierten Leitungslédnge (.
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~

~

Abbildung 8.15.: Leitungstransformation im Smith-Diagramm

Aufgabe 8.5 Der Widerstand R = 50 2 soll mit der in Abbildung 8.16 dargestell-
ten Transformationsschaltung in die Eingangsimpedanz Z = 200 ) transformiert
werden. Die Wellenwiderstinde beider Leitungen seien Zy, = 50 2. Bestimmen Sie
die kiirzestméglichen normierten Leitungslingen l; und ly!

C

1, R

y

Abbildung 8.16.:
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Kapitel 9.
Mehrtore

0.1. Mehrtore ohne Quellen

0.1.1. Streumatrix

In den letzen beiden Kapitel wurden komplexe Wellenamplituden an Eintoren be-
trachtet. Jetzt sollen komplexe Wellenamplituden an Mehrtoren betrachtet wer-
den, siche Abbildung 9.1.

Bezugsebenen

I

—>dq

# Tor 1
b1<—|

° °

° e N-Tor

° °

I_>a

ay

# Tor N

l_7N<—I

Abbildung 9.1.: Mehrtor

An jedem Tor n definiert man eine komplexe Wellenamplitude a,, der zulau-
fenden Welle und eine komplexe Wellenamplitude b, der ablaufenden Welle. Die
Bezugswellen sind wieder so gewéhlt, dass sich der Betrag der auf das Tor n

zulaufenden Leistung zu
1

Y |Qn|2
2

|Pan| -
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ergibt und dass sich der Betrag der von dem Tor n ablaufenden Leistung zu
1
Ponl = 5 I ”

ergibt, vergleiche (7.3) und (7.6). Die komplexen Wellenamplituden sind in den
Bezugsebenen beziiglich der Bezugswellen auf den verwendeten Wellenleitersyste-
men definiert. Speziell bei Zweileitersystemen sind die komplexen Wellenamplitu-
den beziiglich eines Bezugswiderstands Rp definiert, der dem Wellenwiderstand
7y, der Wellenleiter entspricht.

Fiir die vom Mehrtor aufgenommene Leistung folgt mit (7.28)

P=3 (Saf -t mr)
= 51| — 519 .
2 \2 2

a= ) (9.1)
_ 1

der komplexen Wellenamplituden a,,, n .. N, der zulaufenden Wellen und
dem Vektor

Mit dem Vektor

by
b=1|": (9.2)
by
der komplexen Wellenamplituden b,,, n = 1... N, der ablaufenden Wellen schreibt
man kompakter
(9.3)

1 1 1 1
P=_lal* -5 [b|*=za"-a- ;b7 b
2 2 2 2

Eine auf ein Tor n zulaufende Welle der komplexen Wellenamplitude a,, wird
durch das lineare Mehrtor gestreut, so dass im Allgemeinen an allen Toren m =
1...N ablaufende Wellen entstehen, deren komplexe Wellenamplituden b,, pro-
portional zur komplexen Wellenamplitude a,, der zulaufenden Welle an Tor n
sind. Laufen gleichzeitig auf mehrere Tore des linearen Mehrtors Wellen zu, so
iiberlagern sich die gestreuten Wellen additiv. Der Zusammenhang zwischen den
komplexen Wellenamplituden der zulaufenden und der ablaufenden Wellen an
einem linearen Mehrtor ergibt sich daher zu

b, Sipo-. SN a;
b=|:|=] : NN

by §N,1 §N,N ay

w2
1

(9.4)
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9.1. Mehrtore ohne Quellen

Die Elemente S, ,, der Streumatrix S bezeichnet man als Streuparameter. Speziell
die Diagonalelemente §n7n der Streumatrix S bezeichnet man als Eigenreflexions-
faktoren.

9.1.2. Signalflussgraph

Signalflussgraphen dienen dem Veranschaulichen der Funktionsweise von Mehr-
toren. Die komplexen Wellenamplituden a,,, n = 1...N, und b,, n = 1... N,
entsprechen den Knoten im Signalflussgraphen und die Streuparameter S, ,,
m,n = 1... N, entsprechen den Kanten im Signalflussgraphen, sieche Abbildung
9.2.

—a, o <—|
O S O
bl (—' |_>l_72
I I
Tor 1 Tor 2

Abbildung 9.2.: Signalflussgraph

Bei komplizierten, aus mehreren Komponenten zusammengesetzten Netzwerken
erhélt man den resultierenden Signalflussgraphen durch Verkniipfen der Signal-
flussgraphen der einzelnen Komponenten. Abbildung 9.3 zeigt einige Regeln zum
Vereinfachen der entstehenden komplexen Signalflussgraphen. Die Mason-Regeln
sind Verallgemeinerungen dieser Regeln [ l.

Zum Herleiten der Schleifenregel liest man aus dem Signalflussgraphen

d=c
=Scpb
=Sn (Q + ﬁb,cg)
=Sep (@ + Sped)

ab. Aufgelost nach d erhilt man

Scb
d=— 2% 4
B 1- ﬁc,bﬁb,cg
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() — (o) SaSa
(a) Serienschaltung (b) Verzweigung
! ﬁc,b
2ha
& O o©
1 She
=b,a
! " Sep
b2 * §b7a 17§c,b§b,c
O—E G
(c) Parallelschaltung (d) Schleife

Abbildung 9.3.: Vereinfachen von Signalflussgraphen
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9.1. Mehrtore ohne Quellen

9.1.3. Eigenschaften von Mehrtoren
9.1.3.1. Eigenreflexionsfreiheit

Man bezeichnet ein Mehrtor als eigenreflexionsfrei, falls alle Eigenreflexionsfak-
toren Null sind:
Spyn=0, n=1...N. (9.5)

9.1.3.2. Passivitat und Verlustfreiheit

Man bezeichnet ein Mehrtor als passiv, falls die aufgenommene Leistung P stets
grofer oder gleich Null ist. Aus (9.3) folgt mit (9.4) und der Einheitsmatrix E:

a’- (E-87" 8)-a>0 (9.6)

Diese Ungleichung ist nur dann fir alle Vektoren a erfiillt, wenn die Matrix E —
S*T'. 8 positiv semidefinit ist, das heiit keine negativen Eigenwerte hat.'

Man bezeichnet ein Mehrtor als verlustfrei, wenn die aufgenommene Leistung
P stets Null ist, das heifit wenn stets

Q*T‘<E_§*T‘S) ‘QZO
gilt. Diese Gleichung ist nur dann fiir alle Vektoren a erfiillt, wenn
S*T . S — E PEN S—l — S*T PEN S X S*T — E (97)

gilt, das heiit wenn die Streumatrix S unitér ist.

9.1.3.3. Reziprozitat

Zum Herleiten des Reziprozitédtstheorems wird ohne Beschrénkung der Allgemein-
heit ein Zweitor betrachtet. Das Zweitor selbst enthalte keine Quellen und bestehe
aus reziproken, das heifit linearen und isotropen Materialien. Die Feldstiarken E1
und H 1 beschreiben die Feldkonfiguration wenn sich eine Quelle an Tor 1 befindet
und Tor 2 reflexionsfrei abgeschlossen ist. Dual dazu beschreiben die Feldstarken
EQ und H 5 die Feldkonfiguration wenn sich eine Quelle an Tor 2 befindet und Tor
1 reflexionsfrei abgeschlossen ist.

!Die Eigenwerte der hermiteschen Matrix E — §*T - S sind stets reell.
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Eine Hiille umschliee das Zweitor und verlaufe durch die Bezugsebenen der
Tore. Nicht verschwindende Feldstirken treten dann nur in den Bereichen der
Tore auf. Mit dem Reziprozitdtstheorem (1.83) folgt

H E, x Hy,dA) +H B, x Hy, dA) = H E, x H,,dA) +H B, x H,,dA).
Tor 1 Tor 2 Tor 2

Vereinfachend wird angenommen, dass an belden Toren gleichartige Wellenlei-

ter verwendet werden. Mit den Feldstarken E und H der Bezugswellen folgt mit
(7.1) und (7.4) fur die Feldstérken an Tor 1:

-

ay (1 + 51,1) L,
Ho=aH-bhH=a(1-5,)1
E, =b, E = a5, QE_:

ﬂz = - l_)1ﬂ = _Q2§1,2ﬁ-
Dual folgt fiir die Feldstérken an Tor 2:

El —alE + b

|mzl |m1l

El —b2 = a;8, 1E
ﬂl = b2ﬂ = _Q1§2,1ﬁ7
EQ :QQE + @2@7 = Qs (1 + 52,2) E7
H, zgzﬁ — bzﬁ = ay (1 — 52,2) ﬁ
Einsetzen in das Reziprozitatstheorem ergibt:

— J:[ <Q1 (1 ‘|‘§171) E X Q2§172ﬁ’ d/_f>

+Zﬂ: (0,85, E % a, (1-5,,) H,dA)
OrzTﬂl (as81,E x a; (1= 8y,) H, dA)
—Tﬂ (as (14 S5,) E x 0,8, 1, ),
(a1 (1 + 251,1) 43815+ 58, 50, (1— Sy Tj jl (E x H,dA)
= (@18210 (1= Sa0) + s (14 S5) glﬁ:) ([ (B x i1, a4)
5 5., Tor 2
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9.1. Mehrtore ohne Quellen

Man bezeichnet ein Mehrtor als reziprok (umkehrbar) oder transmissionssym-
metrisch, falls S,, , = S,,,, fir alle m,n = 1... N gilt, das heifit falls die Streu-
matrix S symmetrisch ist:

s =8T. (9.8)
Falls ein Mehrtor keine nichtreziproken Materialien (zum Beispiel vormagnetisier-
te Ferrite) enthélt, ist es geméB dem Reziprozitatstheorem immer reziprok.
9.1.3.4. Eigenreflexionssymmetrie

Man bezeichnet ein Mehrtor als eigenreflexionssymmetrisch, falls

S S

Emm T =nno

m,n=1...N, (9.9)
gilt.

9.1.4. Impedanzmatrix und Admittanzmatrix

Es werden Mehrtore mit Zweileitersystemen an den Toren betrachtet, siehe Ab-
bildung 9.4. Man definiert den Spannungsvektor

U,
U=|: |=yRs(a+b) (9.10)
Un
und den Stromvektor
I, b
a —
I=| : | =—— 9.11
= . \/R_B b ( )
Iy

siehe (7.18) und (7.19).

In der Elektronik hat sich das Verwenden der Impedanzmatrix Z und der Ad-
mittanzmatrix Y zum Beschreiben der Zusammenhénge zwischen Spannungsvek-
tor U und Stromvektor I an Mehrtoren etabliert. Es gelten

Zyy - Zin
U=| : : 1 (9.12)

ZN1 -+ ZNN

N
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bye— L,
|1 I, |
O —<<
RB Qll §7 Z) X lQQ RB
:Q— —EP:
| |
Tor 1 Tor 2

Abbildung 9.4.: Vierpol mit Spannungen und Strémen an den Toren

und
Yiq Yy n
I= : -U. (9.13)
Yy Yyn
Y
Es folgt der Zusammenhang
Y=2" (9.14)

zwischen Impedanzmatrix und Admittanzmatrix.
Wenn man den Spannungsvektor U und den Stromvektor I durch die komplexen
Wellenamplituden a und b ausdriickt, erhdlt man mit der Einheitsmatrix E:

a—b
VRs(a+b)=Z- T
RgE-(a+b)=Z-(a—Db),
(Z+ RgE)-b=(Z— RgE) - a,
b =(Z+ RpE)™" - (Z— RpE) -a (9.15)

Man erhélt die Streumatrix (9.4) als Funktion der Impedanzmatrix zu
S=(Z+RsE)™" - (Z— RpE) (9.16)

Auflosen nach der Impedanzmatrix ergibt:

(Z+ RpE)-S =(Z — RgE),
Z - (E-8S)=Rz(E+8S),
Z=Rz(E+8)- (E-8)". (9.17)
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9.1. Mehrtore ohne Quellen

Da die Admittanzmatrix die Inverse der Impedanzmatrix ist, gilt

Y=2" :RL(E—g)-(E+§)‘1. (9.18)

B
Auflésen nach der Streumatrix ergibt:

ReY =(E-8)- (E+8)",
RpY - (E+S)=(E-8),
(E+ RpY)-S =E — RpY,
S=(E+RpgY) ' (E—- RpY). (9.19)

Ein Mehrtor mit Zweileitersystemen kann konventionell durch Impedanzmatrix
Z und Admittanzmatrix Y oder dquivalent durch die Streumatrix S beschrieben
werden. Formal kann man jeder Streumatrix S eine Impedanzmatrix Z und eine
Admittanzmatrix Y zuordnen, auch wenn dies physikalisch nicht sinnvoll ist, da
sich die Streumatrix S beispielsweise auf ein Mehrtor in Hohlleitertechnik bezog,
bei dem keine sinnvollen Definitionen fiir Spannungen U und Stréome I an den
Toren existieren.

Aufgabe 9.1 Massefreie Netzwerke sind dadurch charakterisiert, dass es keiner-
lei elektrische Verbindung zwischen Masse und den tbrigen Anschlissen gibt,
siehe Abbildung 9.5. Die Summe der in die Tore hineinfliefenden Strome I,,,
m = 1...N muss daher stets Null sein. Betrachten Sie weiterhin den speziellen
Betriebszustand, bei dem die Spannungen U,, n=1...N, an allen Toren gleich
sind. Dann miissen alle Strome I,,,, m = 1... N, Null sein. Welche Eigenschaften
hat die Admittanzmatriz Y eines massefreien Mehrtors?

L | massefreies [Tyl

Netzwerk
RB Q 1 Q2 RB
I € ©
| |
Tor 1 Tor 2

Abbildung 9.5.: Massefreier Vierpol

Aufgabe 9.2 Zeigen Sie, dass die Impedanzmatriz Z und die Admittanzmatriz Y
eines reziproken Mehrtors symmetrisch sind! Welche Eigenschaften haben die Im-
pedanzmatriz Zo und die Admittanzmatriz Y eines reziproken verlustfreien Mehr-
tors?
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9.1.5. Transmissionsmatrix

Héaufig werden Kaskaden von Zweitoren gebildet. Die Aufgabe besteht nun darin,
die Eigenschaften des aus einer Kaskade mehrerer Zweitore bestehenden Zwei-
tors zu berechnen. Diese Aufgabe lasst sich mit Hilfe von Transmissionsmatrizen
einfach 16sen.

Wenn man die komplexen Wellenamplituden a; und b; an Tor 1 als die abhén-
gigen Groflen wahlt, erhdlt man mit der Transmissionsmatrix T

a; Ia b Ia a Q2
S == : 9.20
<b1> (Ib,b Ib,a) <Q2> ( )
T

sieche Abbildung 9.6. Die Elemente der Transmissionsmatrix T bezeichnet man
als Transmissionsparameter.

F—a; Ay <—
O S, T O
by <— >0,
| |
Tor 1 Tor 2

Abbildung 9.6.: Zweitor

Transmissionsmatrizen T und Streumatrizen S von Zweitoren lassen sich inein-
ander umrechnen. Ausgehend von dem Streuparametermodell

by =5, 1a; + 5 20,
by =551a1 + S5 205,

des Zweitors geméaf (9.4) erhédlt man durch Auflésen nach a; und b;:

1 b Soo
a =—/—— —a
- 52 1_2 §271_2’
S 5148
b :ﬁljéz N L§12 1272@2 + 51285

)

Hieraus liest man die Transmissionsmatrix
T T 1 1 -S
T — —avb =—a,a —_ =2,2 92].
o (Ib,b Iy, a) Ss4 <§1,1 - det(§)> ( )
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9.1. Mehrtore ohne Quellen

ab, wobei det(-) die Determinante der Matrix ist.
Ausgehend von dem Transmissionsparametermodell

a; :Ia7bb2 + Ia,ag%
by =T’y 1,by + Ty, 49,

des Zweitors erhélt man durch Auflésen nach b; und b,:

b ]‘ Ia,a
Oy = a, — Ao,
Ia,b Ia,b
T T,.,T
£ b,b £ b,bLaa
by =——a) — —F+——a, + Ty, ,as.
Ia,b Ia,b

Si1 8 1 (T det(T
SZ(M-%ﬁ:T:(?b_;J> (9.22)

£ a,a

ab, siehe (9.4).

Die Determinante der Transmissionsmatrix ergibt sich zu
1 S
det(T) = —— (—det(S) + §11859) = =—=. 9.23
i) = g~ (= det(8) + 8115y, 5 (9.23)

Insbesondere ist die Determinante der Transmissionsmatrix reziproker Zweitore
eins, siehe (9.8).

Im Folgenden bezeichnen die tiefgestellten Indizes die Tornummer und die hoch-
gestellten Indizes das Zweitor. Aus Abbildung 9.7 liest man

ar) _ (a _ g (B _po (@) _porpe (87 _ g pe (b
b, ) =T ) =T (e | =TI o)) =TI

ab. Die Transmissionsmatrix einer Kaskade von Zweitoren ergibt sich daher zu

T=1".T®. (9.24)

Nun wird die Kaskade eines allgemeinen Zweitors mit der Transmissionsmatrix
I(l) und eines reziproken Zweitors mit der Transmissionsmatrix 1(2) betrachtet.
Die Determinante der resultierenden Transmissionsmatrix ist

det(T) = det(T® - T®) = det(TM) det(T®) = det(T™). (9.25)
N

1

2Die Determinante der Matrix S = (%1’1 %1’2) ist det(S) =51 1855 — 512551
D21 L2232 ’ ’ ’ ’
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S d) ) —d? o,
—O— I(l) O 1(2) O
I I I
b, = i< = pPe— o = ay<—
Iﬁal Iél_)Q

I
I

b <— o <—]

Abbildung 9.7.: Kaskade von Zweitoren

Die Determinante der Transmissionsmatrix von Zweitoren andert sich beim An-
fligen weiterer reziproker Zweitore nicht.

Aufgabe 9.3 FEin zur hier eingefiihrten Transmissionsmatrix T analoges, in der
FElektronik verwendetes Modell von Vierpolen ist die Kettenmatriz (im Englischen
ABCD-Matriz). Mit den in Abbildung 9./ eingefiihrten Zihlpfeilen gilt

(%1 ) B (é ﬁ) | (—%) | (9.26)

Ublicherweise wird I, mit entgegengesetzter Zihlpfeilrichtung definiert, so dass
hier aus Konsistenzgrinden das Minuszeichen vor I, erforderlich ist. Berechnen
Sie die Kettenparameter A, B, C und D als Funktionen der Transmissionspara-
meter und der Streuparameter und umgekehrt die Transmissionsparameter und
die Streuparameter als Funktionen der Kettenparameter A, B, C' und D!

0.1.6. Modale Streumatrix

Ein Paar an Toren mit gleichartigen Zweileitersystemen kann man auch als ein
symmetrisches Torpaar mit einem symmetrischen massegekoppelten Dreileiter-
system ansehen, siche Abbildung 9.8. Fiir die Umrechnung der Wellengréfien gilt,
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9.1. Mehrtore ohne Quellen

()50 ) )

siehe Abschnitt 7.10:

)5l )

uT a a U
VN 11 -1\ (b b 1 (1 1) (1
V)T 2\l 1) \by b)) V2 \-1 1) )"
U b b

Die hier auftretende orthogonale Transformationsmatrix U entspricht der 2 x 2-
Hadamard-Matrix.

a; CL
# Tor 1 ’L_> Gegentakttor
by «— b e—
I—)QQ I Q
é Tor 2 é Gleichtakttor
b2<—| <—:

Abbildung 9.8.: Symmetrisches Torpaar

Das Zweitor kann durch seine Streumatrix S beschrieben werden, siehe (9.4).
Durch Einsetzen ergibt sich fiir die Gegentaktwellen und die Gleichtaktwellen

O\ GO\ (M MEDY (g
<b<+>>:U 'S'U'<Q(+> =y yen) o)

M

Es folgt die modale Streumatrix
M=U"Ss. U (9.27)

Mit (9.4) erhélt man die modalen Streuparameter:

1

M == (5171 — 81 — 812+ 5 2) (9.28)
1

MEh =5 (51 1— S5+ 812 — 2) ) (9.29)
1

M(+ ) —5 (S +§271 - §172 2) ) (9'30)
1

M) 5(511+521+512+522) (9.31)
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Die konventionellen Streuparameter S, ;, Sy, S5 2 und Sy 5 bezeichnet man auch
als nodale Streuparameter. Neben den Eigenparametern M) und M) gibt
es die Konversionsparameter M =) und M (+’), welche eine eventuell auftretende
Modenkonversion beschreiben. Eine solche Modenkonversion kann auftreten, da
das betrachtete Zweitor selbst nicht zwingend symmetrisch aufgebaut ist. Nur
das angeschlossene Dreileitersystem, beziiglich dessen die Wellengroflen definiert
sind, muss symmetrisch sein. Aufgelost nach den nodalen Streuparametern erhélt
man:

Sia :% (M + MED 4 MO 4 MO (9.32)
Sa1 % (—M =MD+ MO 4 M) (9.33)
Si2 :% (—MC 4 M = MO 4 M), (9.34)
Soa =% (M7 = MO — MOED M) (9.35)

Die Ergebnisse lassen sich auf Mehrtore mit einer geraden Anzahl 2N an Toren
erweitern. Wenn man jeweils die Tore n und n + N zu einem symmetrischen
Torpaar zusammenfasst, erhalt man mit der N x N-Einheitsmatrix E und der in
vier N x N-Blocke zerlegten nodale Streumatrix S

(_)Y) (=)

a;
BN _ |8 L (B —E) (S, S\ 1 (E E) oy
b)) Y| T V2\E E ) \Sy Sy) V2\-E EJ [a{Y
: uT s U :
by a\y)

M) M) al™)

“\MED MED ) a®

M

Die Matrix U ist eine orthogonale Transformationsmatrix. Es folgt die modale
Streumatrix

M=U"Ss. U (9.36)

Die Systembeschreibung mit modalen Streuparametern ist eine gleichwertige Be-
schreibung des Systems beziiglich eines anderen Satzes an Basisvektoren. Fiir die
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modalen Streuparameter gilt:

.y 1
M) =5 (51 1= 551 — 812+ 5S, 2) ; (9.37)
_ 1
M- =5 (51 1= 851 +81, -5, 2) ; (9.38)
1
M) =5 (§1 1+821 =81, 8, 2) ; (9.39)
1
M(++) :é (§1,1 + 5271 + 51,2 + SQ’Q) . (940)
Aufgelost nach den nodalen Streuparametern erhalt man:
1
Sy =5 (M) 4+ MOD 4 MU MED), (9.41)
1
S0 =5 (~M) - MOD 4 MU M), (9.42)
1
Sip =g (~MC7+ M - M MED) (9.43)
1
Spp =5 (M) —MOH - MO 4 MU, (9.44)

Aufgabe 9.4 Welche Eigenschaft hat die modale Streumatrix M eines passiven
Mehrtors? Welche Figenschaft hat die modale Streumatriz M eines reziproken
Mehrtors?

09.2. Mehrtore mit Quellen
9.2.1. Wellenquellen

Es wird ein lineares Mehrtor betrachtet, das in seinem Inneren eine beliebige
Anzahl an Quellen enthélt. Der Antwort S -a auf die zulaufenden Wellen mit den
komplexen Wellenamplituden a sind dann noch die durch die Quellen verursachten
Urwellen mit den komplexen Wellenamplituden

boy
bg=| : (9.45)
bQN
gemaf
by Sipo-- Sin a; bay
b=|:|=] : : | +| : |=S-a+by  (9.46)
by Sy SN,N ay QQN
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zu iberlagern, vergleiche (9.4). Unabhéngig von der Anzahl der physikalischen
Quellen im Inneren des Mehrtors ist im Modell im Allgemeinen an jedem Tor n
genau eine Urwelle mit der komplexen Wellenamplitude bq,, zu beriicksichtigen.
Fiir ein quellenhaltiges Zweitor erhalt man beispielsweise den in Abbildung 9.9
dargestellten Signalflussgraphen.

Abbildung 9.9.: Modell eines Zweitors mit Quellen

9.2.2. Spannungsquellen

Das Beriicksichtigen von Quellen durch Spannungsquellen an den Toren geméf3
U=2%-1+U, (9.47)

ist eine natiirliche Erweiterung des Impedanzmatrixmodells (9.12) von Mehrtoren,
siehe Abbildung 9.10.

Es wird ein spezieller Betriebszustand mit a = 0 betrachtet. Dann ist b = b,
und es folgt mit (7.18) und (7.19) unter Verwenden der Einheitsmatrix E:

- by, (9.48)

by =(Z + RgE) ™"+ \/RgU,,. (9.49)
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le QQQ
. L
by —b,
ﬁ@l CLQﬁ
| Uq Ug |
| I _>C <—< ) I EP:|
Ry Q1l Z S lﬂz Ry
I I
Tor 1 Tor 2

Abbildung 9.10.: Vierpol mit durch Spannungsquellen an den Toren modellierten
Quellen

Im Betriebszustand I = 0 ist U = U, und man erhalt mit (7.20) und (7.21):

Uq
—L =§. b
N 2\/RB+ —
N——
b a
1
bo=-—+=(E-8S)-U 9.50
b == (B-8) Uq (950
U, =2/Rg (E—8)™" - bg. (9.51)

9.2.3. Stromquellen

Das Beriicksichtigen von Quellen durch Stromquellen an den Toren geméf
1-Y. U-1I, (9.52)

ist eine natiirliche Erweiterung des Admittanzmatrixmodells (9.13) von Mehrto-
ren, siche Abbildung 9.11.
Es wird ein spezieller Betriebszustand mit a = 0 betrachtet. Dann ist b = bg,
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le QQQ
| |
| |
bl | QQ
|_>Q1 QQﬁ
| Il lQl lQ2 12 |
RB Q1l ~ X, § ~ lQQ RB
T T
:ﬁ) L L (P:
| |
Tor 1 Tor 2

Abbildung 9.11.: Vierpol mit durch Stromquellen an den Toren modellierten
Quellen

und es folgt mit (7.18) und (7.19):

—b
=Q

=Y - bqy/ Rp —1g,
NG A
—— U

I

_RBY +E

Io=———"D>b 9.53
=Q \/R_B =2Q» ( )
by =(RsY +E)' - \/Rgl,,. (9.54)
Im Betriebszustand U = 0 ist I = —Iy und man erhalt mit (7.20) und (7.21):
VvV Rg —VRp
2 lQ =S- TIQ +bQ7
—— —_————
b a
VR
bg =" (E+8) Iq. (9.55)
2 -1
Io=—"~—(E+S)  -bg. 9.56
=Q \/R_B ( + —) =Q ( )

9.3. Analyse komplexer Netzwerke mit Quellen

Es werden aus K Mehrtoren mit Quellen zusammengesetzte Netzwerke betrachtet.
Abbildung 9.12 zeigt ein Beispiel. Das k-te Mehrtor habe N®*) Tore und sein
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S(l)
Tor 1 Tor 2 Tor 3
1 2 1 2 1 3
at” = b” o as” = oY " af) = b 0
b b b
2Q1 2Q2 =Q3
+«— O — }—()— }—()—
N 52 (3)
o MG o mud 3 _ ()
a;” = b ay = by —Q| 3 o = p® ay = by
Tor 1 Tor 2 | Tor 2
S® Tor 3 O Tor 1
| 5(3)
IR I
@ =b
bgi

Abbildung 9.12.: Komplexes Netzwerk mit Quellen

Verhalten werde durch die Streumatrix S*) und die komplexen Wellenamplituden
bg ) der Urwellen beschrieben.

Fiir die folgenden Betrachtungen ist es sinnvoll, dass Streumatrixmodell (9.46)
eines Mehrtors mit Quellen unter Verwenden der Einheitsmatrix E geméafl

b k
(B -s®) <§(k>> = by

umzuformulieren. Der Betriebszustand an den N*) Toren wird durch die 2N®*)
in den Vektoren a® und b zusammengefassten komplexen Wellenamplituden
beschrieben. Das Mehrtor erzwingt das Einhalten von N®) inhomogenen linearen
Gleichungen, so dass nur noch N®) Freiheitsgrade verbleiben. Mehrtore ohne
Quellen sind als Spezialfall mit enthalten. Hier ist der Vektor hg ) der komplexen
Wellenamplituden der Urwellen gleich dem Nullvektor und es resultieren N
homogene Gleichungen.
In dem Netzwerk gibt es insgesamt

K
N=> N®

k=1
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Tore. Man definiert den N-dimensionalen Vektor
a®
a=| : (9.57)
a®)

der komplexen Wellenamplituden aller zulaufenden Wellen und den N-dimensionalen

Vektor
h(l)

b= : (9.58)
h(K)

der komplexen Wellenamplituden aller ablaufenden Wellen. Weiterhin definiert
man den N-dimensionalen Vektor

(1)
bq
bg = : (9.59)
(K)
bq
der komplexen Wellenamplituden aller Urwellen.
Jedes Tor sei mit genau einem anderen Tor verbunden. Dann entspricht jede
komplexe Wellenamplitude [a] einer zulaufenden Welle genau einer komplexen

Wellenamplitude [b], , einer ablaufenden Welle und umgekehrt. Die Topologie des
Netzwerks kann durch eine N x N Topologiematrix K mit den Elementen

0 sonst

K], , = {1 falls [b],, =fal, . _1 (9.60)

beschrieben werden. [-], = bezeichnet hierbei das Element in der m-ten Zeile und
n-ten Spalte der Matrix und [-], bezeichnet das n-te Element des Vektors. Es gilt

b=K:-a. (9.61)

Die Topologiematrix K ist eine Permutationsmatrix. Da Permutationsmatrizen
stets orthogonal sind, gilt
K" K=E. (9.62)

Beim Verbinden zweier Tore sind immer zwei Paare von komplexen Wellenampli-
tuden gleichzusetzen, das heifit aus
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folgt auch

Die Topologiematrix ist folglich symmetrisch:
K' =K. (9.63)

Weiterhin folgt mit der Orthogonalitit der Topologiematrix, dass die Topologie-
matrix selbstinvers ist:
K -K=E. (9.64)

Zusammengefasst erhdlt man mit
S = - (9.65)

folgendes aus 2N Gleichungen bestehendes, das Netzwerk beschreibendes, inho-
mogenes lineares Gleichungssystem:

(F ) )= () 050

Dieses Gleichungssystem ist die Grundlage von Programmen zur Simulation von
Schaltungen | ; ].

Es gibt insgesamt 2N zu bestimmende komplexe Wellenamplituden in den Vek-
toren a und b, das heifit es gibt genau so viele Gleichungen wie Unbekannte. Das
lineare Gleichungssystem (9.66) hat daher die Losung®

by _(E -8\ (bq
a)] \E -K 0/
Die spezielle Struktur der Matrix ausnutzend, erhélt man
a=(K-8)" bq (9.67)

und
b=K - (K-8) ' -by=(E-S-K) b, (9.68)

was man durch Einsetzen leicht iiberpriift.

3Beispielsweise in verlustfreien Schaltungen wie idealen Schwingkreisen kann es auch unendlich
viele Losungen geben, da das quellenfreie Netzwerk, das heifit das homogene Gleichungssys-
tem nicht nur die triviale Losung hat.
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Kapitel 10.

Komponenten

10.1. Eintore

10.1.1. Quellenfreies Eintor

Der einzige Streuparameter des Eintors aus Abbildung 10.1 entspricht dem be-
kannten Reflexionsfaktor

5171 = — (101)

siehe (7.24).

Ry |

N
(S}

[

n

Abbildung 10.1.: Eintor

10.1.2. Eintorquelle

Der Reflexionsfaktor der Eintorquelle aus Abbildung 10.2 ist
g _Zg—Rs 1-RpYq,
211 — ZQ"‘RB - 1+RBXQ7

siehe (7.24). Mit (9.49) und (9.49) ergibt sich die komplexe Wellenamplitude der

Urwelle zu
_ \V RBQQ _ V RBlQ (10 3)
Q Zo+Rg 1+ RBZQ. .

(10.2)
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|
Uq l I Ry

I I
(a) Thévenin-Aquivalent (b) Norton-Aquivalent

|
a<—|
~ O Sl 1
0
|

(¢) Wellenquelle

Abbildung 10.2.: Eintorquelle

10.2. Zweitore

10.2.1. Symmetrisch aufgebaute Zweitore

Aufgrund des symmetrischen Aufbaus des Zweitors muss fiir die nodalen Streu-
parameter

§1,1 = §2,2 (10-4)

und
§1,2 = §2,1 (10-5)

gelten, siche Abbildung 10.3. Insbesondere sind symmetrisch aufgebaute Zweitore
immer reziprok und eigenreflexionssymmetrisch, siehe (9.8) und (9.9).

Interessante weitere Eigenschaften erkennt man, wenn man die beiden Tore
als ein einziges symmetrisches Torpaar auffasst und die modalen Streuparameter
betrachtet. Aus (9.28) bis (9.31) erhélt man:

M) =511 — S, (10.6)
M =0, (10.7)
M) =0, (10.8)
MY =8, + 5, (10.9)
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10.2. Zweitore

i >0 J\—>Q(—)

P Tor 1 Q Gegentakttor
l_)1<— b(—)<_

I—)QQ I—>CL(+)

é Tor 2 é Gleichtakttor
by <1 b<+><_:

Abbildung 10.3.: Symmetrisch aufgebautes Zweitor

Insbesondere tritt in symmetrisch aufgebauten Zweitoren niemals Modenkonver-
sion auf, das heifit der Gegentaktmode und der Gleichtaktmode sind Eigenmoden
des symmetrisch aufgebauten Zweitors. Mit der fiir den Gegentaktmode sichtba-
ren Impedanz Z7) gilt

(o _ Z7 - Ry
— Z(_) + Ry
und mit der fiir den Gleichtaktmode sichtbaren Impedanz Z™) gilt
MEH — Z - RB’
o Z™M + Ry

siehe (7.51), (7.54) und (3.72).
Speziell fir symmetrisch aufgebaute, eigenreflexionsfreie Zweitore mit S; ; =
5272 =0 gllt

Sy = —MET) = M),
siehe (9.5). Daraus folgt
1-8
Z) = Rp—=12, 10.10
20 = Ry (10.10)
1+ S8
7+ — p. LT 212 10.11
R (10.1)
und schlieflich
ARVARISS (10.12)

Wenn man zuséatzlich auch noch Verlustfreiheit fordert, miissen die Streuma-
trizen S und M geméa$ (9.7) und Aufgabe 9.4 unitér sein. Daraus folgt

M| = M| =8, =1. (10.13)

Symmetrisch aufgebaute, eigenreflexionsfreie und verlustfreie Zweitore sind Pha-
senschieber.
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10.2.2. Serienimpedanz
Aus Abbildung 10.4 liest man die Admittanzmatrix

-7z +7 Z
1 1+ 2 1-% 2
= mE | fr 0l | Zn, (10.14)
1+272\ 7 7 Z -7z
1 Z 2Ry
Z+2Rg \2Rg Z
|
bl<—|_}Q1 Q2<_|—>b2
7
Rp : : Rg
| |
Tor 1 Tor 2

Abbildung 10.4.: Serienimpedanz Z

10.2.3. Paralleladmittanz

Aus Abbildung 10.5 liest man die Impedanzmatrix

(t )

<=l
A
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10.2. Zweitore

der Paralleladmittanz Y ab. Mit (9.16) erhélt man hieraus die Streumatrix

_<2+RB % )
=0y i) Uy
1 l—|—RB —3 l—RB 1
i (0 ) (L ) o)
2Y+RB Y X+ B Y Y B
B 1 —YRp 2
2+YRgp 2 ~YRp/"
|_>a1 CLZQ
by«<— B b,
Ry ! v ' Rp

— . a——

Tor 1 Tor 2
Abbildung 10.5.: Paralleladmittanz Y

Aufgabe 10.1 Der in Abbildung 10.6 gezeigte RC-Tiefpass kann als Kaskade
eines Serienwiderstands R und einer Parallelkapazitit C' aufgefasst werden. Be-
rechnen Sie die Ubertragungsfunktion, das heifit den Streuparameter S, des RC-
Tiefpasses, abhdngig von Kreisfrequenz w, Widerstand R, Kapazitit C' und Be-

zugswiderstand Rg!

| S | 8@
Tor 1 Tor 2

Abbildung 10.6.: RC-Tiefpass
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10.2.4. Dampfungsglied

Die in Abbildung 10.7 gezeigte tiberbriickte T-Schaltung eines Dampfungsglieds
ist symmetrisch aufgebaut.

| |

a R Ao¢—

bye—i 1 1 b,
| ER |
| Rg | Rsp |
— S Y —
| |
RB | R2 | RB
| |
| I |
Tor 1 | Tor 2

Abbildung 10.7.: Dampfungsglied

Die fiir den Gegentaktmode sichtbare Impedanz ist

g _Thlts
= Ry + 2Rp
Hieraus folgt mit (7.51) und (3.72)
Ry
MED =B
T R+ Rp
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10.2. Zweitore

Die fiir den Gleichtaktmode sichtbare Impedanz ist
Z™W) = 2R, + Rp.
Hieraus folgt mit (7.54) und (3.72)

Ry
MO = =2
T Ry + Rp

Das Dampfungsglied soll eigenreflexionsfrei sein, siehe (9.5). Mit (10.6) und
(10.9) folgt

M) M)
0=2581;=28y0=— 7 —
 RiR - R}
2(Ry + Rg) (Re + Rp)’
R]23 :RlRQ.

Mit dem Parameter v/G schreibt man ohne Beschréankung der Allgemeinheit:

Ry =Ry (VG —1), (10.16)
Ry
VG -1

Mit (10.6) und (10.9) erhélt man schliefllich

Ry = (10.17)

M(++) _ M(——)
§1,2 = §2,1 = 9

B Ry + Rp
1
VG-1 +1 _ 1
1 .
A= +VG-1+2 VG

Das Dampfungsglied hat den Gewinn G.

Aufgabe 10.2 Berechnen Sie die Streumatriz der in Abbildung 10.8 gezeigten
symmetrischen Kreuzschaltung mit dualen Zweigimpedanzen!!

!Die Kreuzschaltung ist das Analogon zum Wave Digital Lattice Filter [ ]
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| |
b1 2T,

Tor 1 Tor 2

Abbildung 10.8.: Symmetrische Kreuzschaltung mit dualen Zweigimpedanzen

10.2.5. Leitungsstiick

Zunéchst wird der Sonderfall, dass der Wellenwiderstand Zp, des Leitungsstiicks
dem Bezugswiderstand Rp entspricht, betrachtet. Bei reflexionsfreiem Abschluss
von Tor 2 mit dem Bezugswiderstand Rg, siehe (7.23), ist der an Tor 1 sichtbare
Reflexionsfaktor (7.9) gemaf (9.4) gleich dem Eigenreflexionsfaktor

§1,1 =0.
Weiterhin gilt wegen (7.5) in diesem Betriebszustand
by = e ipl a;.

Mit (9.4) folgt
52,1 — % — o I8l
[05]

Aufgrund des symmetrischen Aufbaus des Zweitors ergibt sich mit (10.4) und

(10.5) die Streumatrix
0 e A

Wie man leicht tiberprift, ist die Streumatrix S unitdr und das Leitungsstiick
somit wie erwartet verlustfrei, siche (9.7).

Nun soll der allgemeine Fall eines vom Bezugswiderstand Rp abweichenden
Wellenwiderstands Zp, betrachtet werden, sieche Abbildung 10.9. Hierzu fithrt man
eine Renormalisierung der Streumatrix durch.
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b, <_I—>Q1 as <_i—> b
— C—
Rg | 21, | Ry
:(l (li
L S
Tolr 1 : Tolr 2

Abbildung 10.9.: Leitung

Aus der Streumatrix beziiglich dem Wellenwiderstand Z;, geméf (10.19) be-
rechnet man zunéichst mit (9.17) die Impedanzmatrix”

1 e 1 — eI T
Z=2. (ejm 1 ) ' <_ A )

1 Ll 1 1 e—IBl
=Zulg-i8 1 ) T emE e 1

. Z1, elfl 4 e~iAl 2

T elBl — o—iBl 2 eBl 1 o—ibl
_ . Zi ([cos(B) 1

B ‘]sin(ﬁl) 1 cos(fl) )

Aus dieser Impedanzmatrix Z ergibt sich mit (9.16) die Streumatrix mit dem

2Es wird die Eulersche Formel e/ = cos(a) + jsin(a) verwendet.
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Bezugswiderstand Rp zu®

g (Cos(ﬂl) +j};—f sin(p1) 1 )1
= 1 cos(pl1) —i—JRB sin(p1)
cos(pl) —JZB sin (1) 1
' ( 1 cos(Bl) —j ZB sm(ﬁl))
1
cos?(Bl) +j2};—LB cos(f1) sin(Bl) — (};—f)Q sin?(61) —
cos(Bl) + jZ= sin(B1) —1 (10.20)
—1 cos(pl1) —i—JRB sin(p1)
cos(fl) —j ZB sin(S1) 1
' ( 1 cos(Bl) — jHe sm(ﬁl))
1
" 2RpZ;, cos(Bl) + j (RE + Z}) sin(pBl)
—j (R — Z¢) sin(B1) 2RpZy,

Fir den A/4-Transformator erhédlt man mit Sl = /2, siche (2.38), die Streu-

matrix
g _ 1 Z} — R%  —2jRpZy,
S Z2+ R \-2RsZ. Z{ - Ry )’

Fiir den A/2-Transformator erhélt man mit 81 = m, siehe (2.38), die Streumatrix

S = (_01 _01> : (10.22)

Aufgabe 10.3 Berechnen Sie die Admittanzmatriz Y eines \/4-Transformators
mit dem vom Bezugswiderstand Ry abweichenden Wellenwiderstand Zy, abhdangig
vom Bezugswiderstand Rg!

(10.21)

3Es gilt sin?(a) + cos?(a) = 1.
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10.3. Dreitore
10.3.1. Zirkulator

Die Streumatrix eines eigenreflexionsfreien Dreitors hat die Struktur

0 §1,2 51,3
S = §2,1 0 52,3 )
§3,1 §3,2 0

siehe (9.5). Die Streumatrix S eines verlustfreien Dreitors ist geméaf (9.7) unitér.
Hieraus folgt fiir eigenreflexionsfreie, verlustfreie Dreitore:

§§,1§3,2 =0,
§§,1§2,3 =0,
Sf,zﬁm =0,
‘§2,1‘2 + ’53,1’2 =1,
’§1,2’2 + ‘53,2‘2 =1,
S+l -1

Dieses Gleichungssystem kann durch
51,2 = 52,3 = 53,1 =0

und

S| =[Ssa] = |15 = 1
erfiillt werden. Es gibt noch eine weitere, sich nur in der Nummerierung der Tore
unterscheidende Losung, die hier nicht weiter betrachtet wird. Ein an einem Tor
eingespeistes Signal wird zum jeweils nachsten Tor weitergeleitet. Derartige Drei-
tore bezeichnet man als Zirkulatoren. Abbildung 10.10 zeigt das Symbol und den
Signalflussgraphen eines Zirkulators mit der Streumatrix

00 1
S=|[10 0f. (10.23)
010

Zirkulatoren sind offensichtlich nicht reziprok, siehe (9.8).
Wenn man einen Zirkulator am dritten Tor reflexionsfrei abschliefit, erhédlt man
eine Einwegleitung, siche Abbildung 10.11. Die Streumatrix der Einwegleitung ist

S-— <(1J 8) . (10.24)

Die Einwegleitung ist wie der Zirkulator nicht reziprok, siche (9.8).
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1
a; > b2
1 1
Abbildung 10.10.: Zirkulator
I I
—a, as € |
O — O
l_71<—| |_>l_)2
I I
Tor 1 Tor 2
1
Ql > bQ

L=0

Abbildung 10.11.: Einwegleitung
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10.3.2. Verzweigung

Bei reflexionsfreiem Abschluss von Tor 2 und Tor 3 der in Abbildung 10.12 gezeig-
ten Verzweigung mit dem Bezugswiderstand Rg sieht man an Tor 1 eine Impedanz
von Rp/2. Der Reflexionsfaktor (7.24) entspricht in diesem Betriebszustand dem
Eigenreflexionsfaktor

S Ry 1
_171—%+RB_ 37

siehe (9.4). Da weiterhin die Spannungen an allen Toren gleich sind, folgt mit
(7.18) und (9.4):

\/> (@ +by) \/R>Bb27
N

u,
(1 + 51,1) a, _b27
b 2
Syy == =148, =%
[¢5] 3

Tor 2
|
ao O&HQQ
|
b U, e
|
|
Ry U, I
| U
Tor 1 _31 Rp
as = 0<—]l—>b3
Tor 3

Abbildung 10.12.: Verzweigung. Rechts spezieller Betriebszustand a, = a3 = 0
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Unter Berticksichtigen des symmetrischen Aufbaus der Verzweigung erhélt man
schlieBlich die Streumatrix

1
S = 3 2 -1 2 1. (10.25)
2 2 -1
Die Verzweigung ist verlustfrei und reziprok, aber keines der Tore ist eigenrefle-

xionsfrei, siehe (9.7), (9.8) und (9.5). Die Verzweigung hat daher in der Hochfre-
quenztechnik keine praktische Bedeutung.

10.3.3. Allseitig angepasster Leistungsteiler

Es wird der in Abbildung 10.13 gezeigte allseitig angepasste Leistungsteiler be-
trachtet. Um Eigenreflexionsfreiheit gemafl (9.5) zu erreichen, muss bei reflexi-
onsfreiem Abschluss von Tor 2 und Tor 3 mit dem Bezugswiderstand Rp die an
Tor 1 sichtbare Impedanz geméaf (7.23) gleich dem Bezugswiderstand Rp sein:

1
R+ 3 (R+ Rp) =Rg,

_fis
—

Aus Symmetriegriinden teilt sich der in Tor 1 hineinflieBende Strom gleichmafig
auf Tor 2 und Tor 3 auf. Mit (7.19) und (9.4) folgt:

R

a; 9 —by
Vv Rp VRg’
N——
11 i2
1
b Z
92 2Q17
b 1
52,1 == =
a

Unter Berticksichtigen des symmetrischen Aufbaus des allseitig angepassten
Leistungsteilers erhalt man schliellich die Streumatrix

011
S==[10 1]. (10.26)
110

Der allseitig angepasste Leistungsteiler ist eigenreflexionsfrei und reziprok aber
nicht verlustfrei, siche (9.5), (9.8) und (9.7). Aufgrund der Reziprozitét lésst sich
der allseitig angepasste Leistungsteiler auch zum Uberlagern Signalen verwenden.
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Tor 2 Tor 2

by
Tor 2 /
~
I o
—> o
D
b1<—T
TOI' 1 QS\ 7 TOl“ 3
-
b

Abbildung 10.13.: Allseitig angepasster Leistungsteiler. Rechts oben spezieller Be-
triebszustand ay, = a3 = 0

Aufgabe 10.4 FEs wird der in Abbildung 10.14 gezeigte eingangsseitig angepasste
Leistungsteiler betrachtet. Wie muss der Widerstand R gewdhlt werden, damit
S11 =0 gilt? Berechnen Sie die Streumatriz S des bei dieser speziellen, Wahl des
Widerstands R erhaltenen eingangsseitig angepassten Leistungsteilers!
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Tor 2

Ao<—

as <—|l—> by

Tof 3

Abbildung 10.14.: Eingangsseitig angepasster Leistungsteiler

10.4. Viertore

10.4.1. Symmetrisch aufgebaute Viertore

Aufgrund des symmetrischen Aufbaus des Viertors gilt fiir die nodalen Streupa-
rameter

51 1 :§3,37
52 2 :§4,4a
51,3 :§3,1,
52,4 :§4 29
51 2 :§3 4)
52 1 :§4,3,
51,4 :§3,27
54,1 :SQ 35

siehe Abbildung 10.15.
Man kann wieder symmetrische Torpaare bilden und die modalen Streupara-
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aq do €—
# Tor 1 Tor 2 #

RN DU N SR DUDERRI DU

é Tor 3 Tor 4

Gegentaktt —
b(_) \I/ egen a ore T b(_)
21 I I Z2
M
I — I
A—>Q§+) a5t “—
Gleichtakttore

=

Abbildung 10.15.: Einfach symmetrisch aufgebautes Viertor

meter betrachten. Aus (9.37) bis (9.40) erhilt man:

(==) _ (211 21,3 21,2 Sy
. - <§271 — 893 Soo— §274) ’ (10.27)
Si1+51s Sip+ S
(40 _ [211 T 9013 212+ 014
. - <§271 +895 Syo+ §274> g (10.28)
MM (8 8) ' (10.29)

Insbesondere tritt in einem symmetrisch aufgebauten Viertor niemals Modenkon-
version auf.

In einem néachsten Schritt sollen doppelt symmetrisch aufgebaute Viertore be-
trachtet werden, siche Abbildung 10.16. Fur die nodalen Streuparameter folgen
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weitere Ubereinstimmungen:

51,1 = §3,3 :§2,2 - §4,4,
51,3 = 53,1 :§2,4 = §4,27
51,2 = 53,4 :§2,1 = §4,37
51,4 = §3,2 :§4,1 = §2,3-

Insbesondere sind doppelt symmetrisch aufgebaute Viertore immer reziprok und
eigenreflexionssymmetrisch, siehe (9.8) und (9.9). Fiir die modalen Streuparame-

ter folgt:
Si1—8S Sis—3S
M(——) — [=11 213 £1,2 21,4 ’ 10.30
T <§1,2 - §1,4 §1,1 - §1,3 ( )

Sii+S1s S+ S

(++) _ [R11 213 212 Si4

- B <§1,2 + §1,4 51,1 + 5173> ) (10.31)
MEH = ME) = <8 8) _ 0

Tor 1
bl<—T T—>b2
""" i e i (i
é Tor 3 Tor 4 é

Abbildung 10.16.: Doppelt symmetrisch aufgebautes Viertor

10.4.2. Richtkoppler

Die Streumatrix eines doppelt symmetrisch aufgebauten, eigenreflexionsfreien Vier-
tors hat die Struktur
0 Si2 Si3 Sia
Sip 0 Sy Sig
Siz Sia 0 Sip)’
Sia S13 Si1p 0
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siehe (9.5) Die Streumatrix S eines verlustfreien Viertors ist gemaf (9.7) unitér.
Hieraus folgt fiir doppelt symmetrisch aufgebaute, eigenreflexionsfreie, verlustfreie
Viertore:
2 2 2
‘§1,2‘ + ‘51,3’ + §1,4‘ =1,
S7 3814 + 87 451 5 =0,
ﬁ?,2§1,4 + 51,451,2 =0,

57198713 + 87351 2 =0.

Aus der letzten Gleichung folgt:*
Re(gf,zﬁm) =0,
™
Sia) — Sis)=+—.
arg(_m) arg<_1,3) 5
Analoges gilt auch fiir die beiden anderen Paare von Streuparametern:

arg(ﬁm) - arg(ﬁm) == gu

arg<§1,3) - arg(ﬁm) == g

Alle drei Streuparameter S;,, S;3 und S;, miissen in der komplexen Ebene
paarweise orthogonal zueinander sein. Dies erfordert, dass einer der drei Streupa-
rameter S 5, S; 3 und S; 4 Null ist. Willkiirlich wird die Variante

51,4 =0
weiter betrachtet. Es folgen
arg(S,2) — arg(S5) = ig (10.33)
und ) )
\5172\ i ]5173] = 1. (10.34)

Die resultierende Streumatrix hat die Gestalt

0 §1,2 51,3 0
51,2 0 0 §1,3
§173 0 0 §1,2 ’

0 §1,3 §1,2 0

(10.35)

das heifit doppelt symmetrisch aufgebaute, eigenreflexionsfreie, verlustfreie Vier-
tore sind Richtkoppler. Abbildung 10.17 zeigt Symbol und Signalflussgraph eines
Richtkopplers.

*Der Realteil einer komplexen Grofie berechnet sich zu Re(z) = 3 (z + z*).
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I"
Tor4d — 10— —
ay
| a a |
a \ [e5)
O O
<« —>
b N b
Tor 1 as Tor 2
Tor 3 - O I —_
by

Abbildung 10.17.: Richtkoppler
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10.4.3. Parallelleitungskoppler

Der Parallelleitungskoppler ist ein doppelt symmetrisches Dreileitersystem mit
Koppelfaktor k, siehe Abbildung 10.18. Der Wellenwiderstand Zﬁf) des Gegen-
taktmodes und der Wellenwiderstand ZI(jL) des Gleichtaktmodes weichen im All-
gemeinen vom Bezugswiderstand Rp ab. Mit (10.20) erhdlt man die modalen

Streuparameter:
—j ( R4 ) sin(51)
M) = , (10.36)
2R Z ) cos(Bl) + ( +z) )sin(ﬁl)
(+)
—j(R% — 2, ) sin (1)
M = , (10.37)
2R Zt ) cos(Bl) + j <R2 + z > sin(p1)
2Rp 7"
M, = fin _ , (10.38)
2R Z{ ) cos(Bl) + j (R% + 7z ) sin(f1)
) Z(+)
MG~ Fp . (10.39)
2RBZ( cos(Bl) + (R2 + Z(Jr ) sin(51)
Wegen des symmetrischen Aufbaus gilt fiir den Eigenreflexionsfaktor
M(——) M(‘H‘)
Sy, =—1 ;—“ : (10.40)

siehe (10.30) und (10.31). Der Parallelleitungskoppler ist gemafl (9.5) eigenrefle-

xionsfrei, falls die Bedingung

0=28,, =M{ 7+ m{P

~i (R~ 27" ) sin(a)

2RBZ£ cos(Bl) +j <R2 + Z ) sin(S1)

—j (R% — Z(+)2) sin(S1)

_'_
2R Z\) cos(Bl) + j <R2 + 7zt ) sin(p1)
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b, — a; as, =0 <—||_> b,
C C
To{r 1 Z1, k Tolf 2| |Rs
l
= ———— 5§ -
Tor 3 Tolk 4| |Rs
l
(I (I
bl a =0 b
|
B <_:—>Q§) as”) = 0<—:_> B
C C
To{r 1 ZI(J_) Tolr 2| | BB
l
= ———— 5§ -
Top 3 Tolk 4| | Rg
bk T
| l L
+
B <_|‘—>Q§+) ast = O<—:_> B
(I C
Top 1 Zth To'[r 2| | Re
.
P — 5§ -
To:r 3 Tolk 4| IRy
e -
| l L

Abbildung 10.18.: Parallelleitungskoppler. Spezieller Betriebszustand a, = a, = 0

246



10.4. Viertore

erfiillt ist. Diese Bedingung ist erfillt, falls die Leitungslange [ ein ganzzahliges
Vielfaches von \/2 ist, siehe (2.38), oder

0= <R2 zZt ) <2RBZL cos(Bl) +j <R}23 + Z£+)2) sin(ﬂl))
(RB — > <2RBZ£ Y cos(Bl) +j (RB + 75 ) sin(ﬂl)) ,
—2Rg cos(8l) (20 + 287) (R — 287 28) + j2sin(B1) <R;§ _ Z£)22£+)2)

gilt. Dies ist der Fall, falls
Rp =20zt (10.41)

gilt. Im Folgenden werden nur diese speziellen Werte der Wellenwiderstande weiter
betrachtet. Mit (3.59), (3.60) und (3.61) folgen die modalen Streuparameter:

_ —jk sin(Bl)
M) = J , 10.42
= V1 —k?cos(pl) + jsin(pl) ( )
M =0, (10.43)
M =0, (10.44)
ik sin (1)
M(++) _ J : 10.45
V1 — k2 cos(fl) + jsin(Bl) ( )
) V1K (10.46)
2£1,2 . . ) .
V1 — k2 cos(pl) + jsin(pl)
M, =0, (10.47)
M5 =0, (10.48)
MED = v1- k" . (10.49)
’ V1 — k2 cos(fl) + jsin(pl)
Die nodalen Streuparameter ergeben sich mit (9.41) bis (9.44) zu:
M(**) M(++)
Sy == ;_1’1 =0, (10.50)
M+ i VI=F
§1 2 — ’ ’ - 5 (1051)
’ 2 V1 — k% cos(fl) + jsin(Sl)
21,3 2 V1 — k2 cos(Bl) + jsin(Bl)’ .
_M(**) M(++)
Sy =2 2+ =Lz _. (10.53)
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Es folgen
2 1—K?
= 10.54
}51’2} 1 — k2 cos?(pl) (10-54)
und , )
2 k*sin(pl)
S = . 10.55
‘_1’3‘ 1 — k2 cos?(pl) ( )
Das Nahnebensprechen
ik sin(Bl k
Si3= ik <in(5) A = - (10.56)
T V1 —=Fk2cos(Bl) +jsin(Bl) 1 —jv1—k?cot(Bl)
wird fir [ = A/4 maximal, siche (2.38). Der bei dieser Leitungsliange erzielte
Maximalwert des Nahnebensprechens ist
§173 — k: (1057)

Das Fernnebensprechen S, 4 ist unabhéngig von der Leitungsliange [ immer Null.

Weiterhin gilt fur [ = \/4
§172 - —J V 1 - kQ. (1058)

Zum Veranschaulichen der Ergebnisse wird der in Abbildung 10.18 gezeigte
spezielle Betriebszustand mit reflexionsfreiem Abschluss an Tor 2 und Tor 4 be-
trachtet. Man beachte, dass der Abschluss beziiglich der an den Toren angeschlos-
senen Zweileitersysteme, nicht aber beziiglich des gekoppelten Dreileitersystems
im Inneren des Viertors reflexionsfrei ist. Nur an Tor 1 liege eine zulaufende Welle
an, das heifit an Tor 1 iiberlagern sich zulaufende Gegentaktwelle und zulaufende
Gleichtaktwelle konstruktiv und an Tor 3 16schen sich zulaufende Gegentaktwelle
und zulaufende Gleichtaktwelle destruktiv aus. Fiir Gegentaktmode und Gleicht-
aktmode ist die gleiche Abschlussimpedanz Ry sichtbar. Diese Abschlussimpedanz
Rp wird jedoch aufgrund der unterschiedlichen Wellenwiderstande von Gegen-
taktmode und Gleichtaktmode in unterschiedliche Eingangsimpedanzen transfor-
miert, so dass auch die eingangsseitigen Reflexionsfaktoren fiir Gegentaktmode
und Gleichtaktmode unterschiedlich sind. Die ablaufende Gegentaktwelle und die
ablaufende Gleichtaktwelle 16schen sich daher an Tor 3 nicht mehr vollsténdig aus.
Es kommt zu Nahnebensprechen. Nur wenn die Leitungslange ein ganzzahliges
Vielfaches von \/2 ist, wird unabhéngig vom Wellenwiderstand die Abschlussim-
pedanz Rp stets in sich selbst transformiert und es treten keine Reflexionen und
insbesondere kein Nahnebensprechen auf. Speziell mit den Wellenwiderstinden
gemé$ (10.41) unterscheiden sich die Reflexionsfaktoren von Gegentaktmode und
Gleichtaktmode nur im Vorzeichen. Dann loschen sich die ablaufende Gegentakt-
welle und die ablaufende Gleichtaktwelle an Tor 1, nicht aber an Tor 3 gegenseitig
aus.
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Vektorielle Netzwerkanalyse

11.1. Reflektometer

11.1.1. Aufbau eines Reflektometers

Das Reflektometer dient dem Messen des Reflexionsfaktors ['pyr eines Messob-
jekts (Device under Test, DUT). Da nicht nur der Betrag des Reflexionsfaktors
I'pur, sondern auch das Argument gemessen wird, spricht man von einer vekto-
riellen Messung. Wenn es geliange, die komplexe Wellenamplitude a der auf das
Messobjekt zulaufenden Welle und die komplexe Wellenamplitude b der ablaufen-
den Welle getrennt zu erfassen, so konnte man den Reflexionsfaktor mit

SRS

£DUT = (11-1)

direkt berechnen, siche (7.7).

Fiir eine praktische Realisierung des Reflektometers sind direktive Elemente
wie Richtkoppler verfiighar, die im Idealfall zu den gesuchten Wellen proportio-
nale Wellen an getrennten Toren auskoppeln. Zum Messen der komplexen Wellen-
amplituden kann man beispielsweise Quadraturdemodulatoren verwenden, siehe
Anhang B.6.5. Die resultierenden Gleichspannungen in den Inphasekanéilen und
Quadraturkanélen entsprechen den Realteilen beziehungsweise den Imaginartei-
len der zu messenden komplexen Wellenamplituden. Zum Unterdriicken von Rau-
schen fithrt man eine Mittelung tiber eine gewisse Integrationsdauer durch, was im
Frequenzbereich einer Filterung mit einer zur Integrationsdauer umgekehrt pro-
portionalen Auflésebandbreite (Resolution Bandwidth, RBW) entspricht. Wegen
der unbekannten Nullphase des Oszillatorsignals geht die absolute Phaseninfor-
mation zunachst verloren. Wenn man in beiden Messkanalempféangern das selbe
Ostzillatorsignal verwendet, bleibt die hier relevante relative Phaseninformation
jedoch erhalten. Man erhalt im Idealfall zu den komplexen Wellenamplituden
proportionale Messgrofien

a ~a
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und
b ~b.

Die Proportionalitatsfaktoren des direktiven Elements und die Verstarkungen und
Phasenverschiebungen der Messkanalempfénger sind im Idealfall fiir beide Mess-
grofien gleich, so dass man den Reflexionsfaktor des Messobjekts direkt als Ver-
héltnis der Messgroflen berechnen kann:

E)UT = (11-2)

ISEISA

In der Realitét treten signifikante Fehler auf. Neben Imperfektionen des direk-
tiven Elements sind dies insbesondere Phasenverschiebungen und Dampfungen
der Verbindungsleitungen zwischen Messgerat und Messobjekt. Man modelliert
dieses reale Reflektometer durch ein Viertor an dessen vier Toren

1. das Messobjekt mit Reflexionsfaktor I'pyr,
2. die Testsignalquelle,

3. die Messstelle fur die komplexe Wellenamplitude @’ der hinlaufenden Welle
mit Reflexionsfaktor [, und

4. die Messstelle fiir die komplexe Wellenamplitude b’ der riicklaufenden Welle
mit Reflexionsfaktor [’y

angeschlossen sind, siehe Abbildung 11.1.
Mit den Reflexionsfaktoren der Messstellen folgen

ay =L,d (11.3)

und
as = £bb/7 (11-4)

siehe (7.7). Das Viertor kann geméf (9.4) durch seine Streuparameter beschrieben
werden:

a =910+ 8205 + 8 303 + S 404, ( )
by =851b+ S5 0a9 + Sy 3a3 + S5 404, (11.6)
b’ =S31b+ S32a5 + S33a3 + S 404, (11.7)
a' =841b+ 4205 + Sy 303 + Sy 404 (11.8)

Diese Gleichungen stellen ein lineares Gleichungssystem mit sechs Gleichungen
und den sechs Unbekannten a, V', ay, a3, a4 und b, dar, das heiit man kann a
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L

by =a

Tor 4 — I O I —

Messtor &
s e
Cpyr O O N
R -
Tor 1 as Tor 2

Tor3 ——+0O T —

by =1V

Abbildung 11.1.: Reflektometer

und b’ als Funktionen von b und &’ berechnen. Unter Verwenden von (11.3) und
(11.4) erhélt man aus (11.8)
@ — 1 o — §4,1b B §4,3a _ §4,4a
- Sao Sio Sio - §4,2_4
(v Saaln 0 San, Susly
— (e - o - Sy ity
Sy o Sy 2 Sy o Sy 2

Mit (11.3), (11.4) und (11.9) eliminiert man a,, az und a4 in (11.5) und (11.7)
und erhalt schliefllich @ und ¢’ als lineare Funktionen von b und @’ geméf

ay _ EO,O EQJ ) b
<@'> N (El,o Fio.) \d) (11.10)
S———

F

(11.9)

Abbildung 11.2 zeigt das so erhaltene Modell des imperfekten Reflektometers.
Die Fehler werden durch ein zwischen virtuelles ideales Reflektometer und Mes-
sobjekt geschaltetes Fehlerzweitor mit der Streumatrix F beriicksichtigt. Dieses
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Fehlerzweitor entspricht keinem direkt physikalisch vorhandenem Zweitor und ist
daher im Allgemeinen auch nicht reziprok. Das hier geschilderte Vorgehen wird
als Viertor-Zweitor-Reduktion bezeichnet | l.

— — — — —

I
|
|
|
|
|
)
|
|
|

[ISHS
o
<

IS}

Messobjekt
=
o)
c
=
Il
[l
Y
ideales Reflektometer
I

———— — — ——

(
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Abbildung 11.2.: Modell des imperfekten Reflektometers

Aufgabe 11.1 Berechnen Sie die Streuparameter Fy,, Foq, Fyo und Fy; des
Fehlerzweitors als Funktionen der Streuparameter des Viertors und der Refle-
xionsfaktoren der Messstellen! Wie vereinfachen sich die Ergebnisse, wenn das
Viertor ein Richtkoppler ist, sieche Abschnitt 10.4.272 Wie vereinfachen sich die
Ergebnisse im Falle reflexionsfreier Messstellen I'y =0 und 'y =07

11.1.2. Reflektometerfehlerkorrektur

Mit der Transmissionsmatrix (9.21) des Fehlerzweitors mit den Streuparametern
gemaf (11.10), sieche Abbildung 11.2, kann man die am Messobjekt anliegenden
komplexen Wellenamplituden aus den vom virtuellen idealen Reflektometer ge-
messenen komplexen Wellenamplituden berechnen:

a\ 1 [(—det(F) Fo0\ (o
@ - < S E) (4], (11.11)
Man beachte, dass die Vektorelemente und entsprechend auch die Matrixelemente
gegeniiber der Definition der Transmissionsmatrix in (9.20) vertauscht sind, was

sich spater in (11.24) als vorteilhaft erweisen wird.
Fiir den Reflexionsfaktor (11.1) des Messobjekts folgt

_ @I - E171Q, _ EI)UT - E171
Eoob —det(E)a’ FooLpyr — det(E)’

(11.12)

£DUT =

SRS
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das heiit bei Kenntnis der drei Fehlerterme det(F), 'y, und £ ; kann man den
Reflexionsfaktor I'pyp des Messobjekts aus den gemessenen komplexen Wellen-
amplituden ¢’ und b’ oder dem gemessenen Reflexionsfaktor I'yr gemaf (11.2)
berechnen. Man spricht daher auch vom 3-Term-Fehlermodell. In der Literatur
[ | wird der Anschauung wegen tiblicherweise statt det(F) der bei Kenntnis
der tbrigen Fehlerterme F, und F'; ; dquivalente Fehlerterm

Fo 1l o= Fool'y; —det(F)
verwendet. Die Fehlerterme werden dann wie folgt bezeichnet:
Reflexionsgleichlauf: I I ,

Direktivitat: I,
Messtoranpassung: F|

Bemerkenswert ist, dass nur das Produkt Fy,F' ;, nicht aber Fy, und F, fur
die Korrekturrechnung (11.12) benotigt werden.

Die drei Fehlerterme bestimmt man durch Messungen an drei Kalibrierstan-
dards exakt bekannten Reflexionsfaktors. Beim OSM-Verfahren verwendet man
folgende Kalibrierstandards:

Leerlauf (OPEN): wahrer Reflexionsfaktor I, gemessener Reflexionsfaktor Lb

Kurzschluss (SHORT): wahrer Reflexionsfaktor I's, gemessener Reflexionsfak-
tor I'g

Abschluss (MATCH): wahrer Reflexionsfaktor Iy, gemessener Reflexionsfaktor
Ly

Reale Kalibrierstandards wie die in Abbildung 11.3 gezeigten haben in nicht ver-
nachlassigbarer Weise von den Reflexionsfaktoren eines idealen Leerlaufs, Kurz-
schlusses beziehungsweise Abschlusses abweichende Reflexionsfaktoren. Neben ei-
ner gewissen Leitungslinge zwischen der Bezugsebene im Steckverbinder und
dem eigentlichen Kalibrierstandard sind insbesondere Streukapazitdten des of-
fenen Leitungsendes im Leerlauf signifikant. Hersteller von Kalibrierstandards
legen daher fiir jeden Kalibrierstandard individuell mit geeichten Messgerédten bei
verschiedenen Kreisfrequenzen w gemessene Kalibrierdaten bei. Das im Folgen-
den beschriebene Verfahren zum Ermitteln der Fehlerterme ist von den konkreten
Kalibrierstandards unabhéngig und kann somit Imperfektionen der Kalibrierstan-
dards berticksichtigen.
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Ly e —

Abbildung 11.3.: Kalibrierkit bestehend aus Leerlauf, Kurzschluss, Abschluss und
Durchverbindung jeweils als Buchse und als Stecker und einem

Drehmomentschliissel zum definierten Anziehen der Steckver-
binder

Aus (11.12) folgt
£/£E070 —Edet(E) :EI—ELI. (1113)

Dies ist eine lineare Gleichung fiir die drei Fehlerterme det(F), o und F 4,
in welcher der wahre Reflexionsfaktor I' und der zugehorige gemessene Reflexi-
onsfaktor I vorkommen. Durch Einsetzen der drei Paare wahrer und gemessener
Reflexionsfaktoren der drei Kalibrierstandards erhélt man ein eindeutig losbares
lineares Gleichungssystem

Iy 1 I'Lo —To Fya
£,s =1 £/S£S —Lg |- Eo,o
Ly 1 IyLy —Ly/ \det(F)
Die Losung ist
—1
Fiy 1 oLy —Lo Iy
Foo | =[1 Lls —ILg IV (11.14)
det(®))  \1 DuLy -Ly) \Iy
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Falls mehr als die minimal erforderlichen drei Kalibrierstandards verwendet wer-
den, kann man die zusitzlichen Messwerte im Rahmen einer Ausgleichsrechnung
zur Messfehlerreduktion nutzen.

Aufgabe 11.2 Wie vereinfachen sich die Gleichungen (11.14) zum Berechnen
der drei Fehlerterme det(F), Foound Fy 4, falls ideale Kalibrierstandards o = 1,
I's = —1 und I'yy = 0 verwendet werden?

11.2. Vektornetzwerkanalysator

11.2.1. Aufbau eines Vektornetzwerkanalysators

Ein Vektornetzwerkanalysator zum Messen der Streuparameter eines Zweitors be-
steht im Wesentlichen aus zwei Reflektometern mit insgesamt vier Messstellen,
siche Abbildung 11.4. Man spricht von einem vollwertigen Vektornetzwerkanaly-
sator. Es gibt auch vereinfachte Vektornetzwerkanalysatoren mit weniger Mess-
stellen | |, sieche Abschnitt 11.2.4. Hier ergeben sich jedoch Einschrankungen
bei den Fehlerkorrekturmoglichkeiten. Zunéchst wird nur der vollwertige Vektor-
netzwerkanalysator mit zwei Messtoren betrachtet. Heutige Vektornetzwerkana-
lysatoren enthalten dariiber hinaus einen Rechner, der die Messwerte verarbeitet,
siche Abbildung 11.5. Aufler einer graphischen Darstellung der Messergebnisse
wird insbesondere die Fehlerkorrektur vollautomatisch durchgefithrt. Auch wei-
terfiihrende Messwertverarbeitungen wie Berechnen der modalen Streuparameter
und Berechnen der Impedanzmatrizen und der Admittanzmatrizen, siehe Kapitel
9.1, sind heute Standard.

Der Umschalter in Abbildung 11.4 dient dazu, zwei verschiedene Testsignale
zu erzeugen. Im Idealfall wiirde in der gezeigten Schalterstellung I nur an Mess-
tor 1 ein Testsignal anliegen und nach Umschalten in Stellung II wiirde nur an
Messtor 2 ein Testsignal anliegen. Das heifit man wiirde das Messobjekt einmal
in Vorwartsrichtung und einmal in Rickwéartsrichtung messen. Waren neben dem
Umschalter auch die direktiven Elemente perfekt, so konnte man aus den Ergeb-
nissen der Messung in Vorwartsrichtung die Streuparameter

/
/ 211

=211 —

5 !

an

und .
/! QIZ

=221 —

an
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g7 vy
¢ = mmmH 7= ?dH
—_ O — ¢d 19], — O — €V 10T,
¢d 107, ¥ 1q 107, IV 107, CEE AT
cag | tp 195 5 - 1vg | evg
q D = €9 D= Vg q
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Abbildung 11.4.: Vollwertiger Vektornetzwerkanalysator mit zwei Messtoren und

vier Messstellen
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RZ  ZVB8 - VECTOR NETWORK ANALYZER - 300 kHz ... 8 GHz

Abbildung 11.5.: Vektornetzwerkanalysator mit vier Messtoren

berechnen, siehe (9.4). Dual erhielte man aus den Ergebnissen der Messung in
Riickwartsrichtung die Streuparameter

/
o ZII2

=222 —
[0459)
und .
r _ HII1
§1,2_ ;o
aypo

In der Realitdt gibt es ein Ubersprechen am Umschalter, so dass immer an
beiden Messtoren Testsignale anliegen. Fiir das im Folgenden beschriebene Mess-
verfahren ist dies kein Problem, da keine speziellen Annahmen iiber die Art der
Testsignale gemacht werden. Weiterhin sind die direktiven Elemente nicht per-
fekt. Fiir jedes Reflektometer kann man wieder wie in Abschnitt 11.1.1 beschrie-
ben eine Viertor-Zweitor-Reduktion durchfithren. Man erhélt als Ergebnis das in
Abbildung 11.6 dargestellte Modell des imperfekten Vektornetzwerkanalysators.
Zwischen die beiden Messtore eines virtuellen idealen Vektornetzwerkanalysators
und die Tore des Messobjekts ist jeweils ein Fehlerzweitor geschaltet.
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idealer Vektornetzwerkanalysator

N e —— —— — — — — — — — — — — — — — — o—

Messobjekt

) I Fehlerzweitor B |

~ - N —_

Abbildung 11.6.: Modell des imperfekten Vektornetzwerkanalysators

Die Determinanten der Streumatrizen der Fehlerzweitore sind
det(F,) = Fool' 1 — Fo1Fy

und
det(Fp) = E2,2E3,3 - E2,3E3,2-

Mit den Transmissionsmatrizen der Fehlerzweitore erhalt man

a 1 —det (EA) Fyo Q/l
_ 1 o). 11.15
(Q) Fio < —F, 1)\ (11.15)

A
und ,
by 1 1 —L'33 b
_ ; . 11.16
<Q2> I, <E2,2 — det(Ep) ay)’ ( )
B
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vergleiche (11.11). Die Fehlerzweitore entsprechen wieder keinen direkt physika-
lisch vorhandenen Zweitoren und sind daher im Allgemeinen auch nicht reziprok.
Das Verhalten des Messobjekts wird geméfl (9.4) durch seine Streumatrix be-

schrieben:
by St 512) <Q1>
s, S,.)° - 11.17
<b2> <§2,1 S5 Qs ( )
—
§DUT

11.2.2. Vektornetzwerkanalysatorfehlerkorrektur

Mit Hilfe der Transmissionsmatrizen kann man die am Messobjekt anliegenden
komplexen Wellenamplituden aus den vom virtuellen idealen Vektornetzwerkana-
lysator gemessenen komplexen Wellenamplituden berechnen. Nach Multiplikation
aller Gleichungen in (11.15) und (11.16) mit F; ; erhélt man:

I pay = — det(Ey) a) + Fo by, (11.18)

Iy oby = — Fyd) + by, (11.19)
El 047 El 0E3 3 7

Eyoby =770y — ——— 11.20

=1,022 E3,2 =2 E372 =29 ( )
F. o F F, o det(F

Fy oy ==2=20) — _1,0Fe Es) (11.21)

L32 Li39

Beim Messen in Schalterstellung I erhilt man die Messwerte af,, by, af, und b,
und beim Messen in Schalterstellung IT erhélt man die Messwerte aj;;, by, Qo
und bfp,. Aus diesen Messwerten berechnet man die zugehérigen, am Messobjekt
anliegenden und mit F; , skalierten komplexen Wellenamplituden F; gayy, F; by,
Fyoar, Figb, Fyoam, Fobm, Fipan und F by, Durch Kombination der
Ergebnisse aus beiden Messungen erhélt man mit (11.17)

Ly obn Fiobin Iy pan Fypam
' ' =S . ' ' 11.22
<E1,o(_712 L'y oo =puT Iy oar  Fpans ( )

und schlieflich

-1
Fooby Fqqb Fioan Fipa

S _ (L1091 L£100m | (L0210 £108m ] 11.23

SpuT <E1,ol_712 ELOI_)HQ Iy parn  Fy o ( )

Zum Berechnen der Streumatrix Sy des Messobjekts aus den Messergebnissen
werden die sieben Fehlerterme det(Ey ), Fo o, F11, Fy g det(Eg) /F3 o, Fy 0F55/F3 5,
Fy0F53/F35und Fy o/ F5 5 bendtigt. Man spricht auch vom 7-Term-Fehlermodell.
In der Literatur | | werden der Anschauung wegen die folgenden sieben aqui-
valenten Fehlerterme verwendet:

259



Kapitel 11. Vektorielle Netzwerkanalyse

Reflexionsgleichlauf: [ F, , und Fy3F5,
Transmissionsgleichlauf: I, 5,
Direktivitat: ['; ; und I,
Messtoranpassung: F,, und F

Sofern die Transmissionsmatrix Ty des Messobjekts geméf (9.21) existiert,
das heifit Sy, nicht Null ist, sind die Messwerte an Messtor 1 und an Messtor 2

durch . /
ar) _ Lio -1, B (&
(bﬁ) = E?:,ZA Tpyr-B (Q,Q (11.24)

/
IDUT

miteinander verkniipft, siehe (11.15), (11.16) und (9.20). Kombinieren der Ergeb-
nisse beider Messungen ergibt

/ / / /
G Qm ) _ qv ) b, by

/ / = dpur / / .
by b Ao Aypo

Hieraus kann man die gemessene Transmissionsmatrix

ay, a S

/ = = =4 =4

Thur = ( " /Hl> ) ( £2 I/IQ> (11-25)
O 9m a2 Ay

berechnen. Bei Kenntnis der Fehlerterme kann man die korrigierte Messung mit-

tels Deembedding berechnen:

F
Tphyr = E—MA -Thur - B (11.26)
Ly

Die Fehlerterme sind durch Messungen an bekannten Kalibrierstandards zu be-
stimmen. Eine Messung an einem Zweitor bekannter Streumatrix S ergibt gemafl
(11.22) vier lineare Gleichungen

/! / / /
—Fy a1 + by —Fy a5 + b

Eioyr  EioF33 ;0 Eioy  EioF33

7. V12 I3 ar 7. Y F [¢5p)

L300 L39 L39 Lo (11 27)

! / / / .
—det(Ex) agy + Fooby —det(F,) ary + Fo by
=S5 | EwoFany  Eiode(®s) , EioFany  Eipde(Es)

F,, 212 F,, Y2 “F, Y2 F,,
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11.2. Vektornetzwerkanalysator

fiir die unbekannten Fehlerterme. Eine Messung an einem Eintor bekannten Re-
flexionsfaktors I an Messtor 1 oder Messtor 2 ergibt eine lineare Gleichung

—Fyyan +by =T (‘ det(E4) ary + EO,OI—)il) (11.28)
beziehungsweise

ELO/ _E1,0E3,3a/ -7 E1,0E2,2/ _El,Odet(EB)a/
E372_112 E372 Qo = L E372 O119 E372 [€459)

fiir die unbekannten Fehlerterme. Man beachte, dass (11.28) exakt der Grund-
gleichung (11.13) der Reflektometerkalibrierung entspricht. Durch Messungen an
hinreichend vielen bekannten Kalibrierstandards sind sieben linear unabhéngige
Gleichungen zu gewinnen. Aus dem so erhaltenen linearen Gleichungssystem kon-
nen dann die Fehlerterme berechnet werden. Falls mehr als die minimal erforderli-
che Anzahl an Gleichungen gewonnen wird, kann man die zusétzlichen Messwerte
im Rahmen einer Ausgleichsrechnung zur Messfehlerreduktion nutzen. Je nach
der Art der verwendeten Kalibrierstandards erhélt man so eine Vielfalt unter-
schiedlicher Kalibrierverfahren. Ein bekanntes Beispiel ist das TOSM-Verfahren.
Hier werden zunéchst durch OSM-Messungen an beiden Toren insgesamt sechs
Gleichungen gewonnen. Durch Messungen in Vorwartsrichtung und in Riickwérts-
richtung an einem bekannten

(11.29)

Verbindungsstiick (THROUGH): mit der wahren Streumatrix St

konnen vier weitere Gleichungen gewonnen werden.

11.2.3. Verwenden teilweise unbekannter Kalibrierstandards

Als Selbstkalibrierung bezeichnet man Verfahren mit teilweise unbekannten Ka-
librierstandards. Vorteilhafterweise setzt man nur die zuverlassig reproduzier-
baren Eigenschaften der Kalibrierstandards als bekannt voraus. Ein bekanntes
Verfahren mit teilweise unbekannten Kalibrierstandards ist das UOSM-Verfahren
[ ]. Zunéchst bestimmt man mit einer Reflektometerkalibrierung an Messtor
1 die in (11.15) eingefithrte Matrix A. Als néchstes bestimmt man mit einer Re-
flektometerkalibrierung an Messtor 2 die in (11.16) eingefithrte Matrix B. Zum
Berechnen der korrigierten Messung mit (11.26) fehlt jetzt nur noch die Kenntnis
des Fehlerterms F,(/F3,. Zum Bestimmen dieses Fehlerterms [ o/F3, fithrt
man eine Kalibriermessung mit einem weiteren, teilweise unbekannten aber rezi-
proken Kalibrierstandard durch:
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Kapitel 11. Vektorielle Netzwerkanalyse

Unbekanntes Verbindungsstiick (UNKNOWN THROUGH): Fir die wahre Trans-
missionsmatrix gilt aufgrund der Reziprozitat det(Ty) = 1, siehe (9.23). Die
gemessene Transmissionsmatrix ist I’U.

Mit (11.26) folgt'

F Fi,\’

1 =det(Ty) = det [ =2A - Ty, - B ) = (522 ] det(A) det(TY;) det(B™)
EI,O EI,O

[ Fs5)\ det(A) det(T%)

B E1,0 det(B)

und schliellich der Fehlerterm

h . det(A) det(Ty)
E3,2 det(B) .

Damit folgt fiir die korrigierte Messung des Kalibrierstandards

det (B> A /

T, =+ T -B~ L 11.
=U Jdet(A)det@’U)— U = (11.30)

Das Vorzeichen des Fehlerterms F'; 5/ F3 , kann man anhand einer groben Kennt-
nis des fir die Kalibriermessung verwendeten Verbindungsstiicks ermitteln. Aus
(9.21) folgt

(11.31)

1 det(A) det (T 1
P S J (4) det(T)

Tvap det(B) [A'I{J ,Bflh 1
Wenn man nun weif}, dass das Verbindungsstiick kurz ist und die Phasenverschie-
bung somit gering sein sollte, so muss das Vorzeichen so gewéhlt werden, dass der
Realteil von Sys; positiv ist.

11.2.4. Vereinfachter Vektornetzwerkanalysator

Abbildung 11.7 zeigt eine haufig eingesetzte vereinfachte Vektornetzwerkanaly-
satorarchitektur mit zwei Messtoren und drei Messstellen. Dem reduzierten Auf-
wand durch Entfall einer Messstelle, des Umschalters und des zweiten direktiven
Elements steht der Nachteil gegeniiber, dass das Messobjekt zwischen Messung in

'Fiir quadratische Matrizen A und B gilt det(A - B) = det(A) det(B).
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11.2. Vektornetzwerkanalysator

Vorwértsrichtung und Messung in Riickwartsrichtung manuell umgedreht werden
muss. Ohne eine Messung in Vorwartsrichtung und eine Messung in Riickwarts-
richtung konnen nicht alle Streuparameter bestimmt werden und insbesondere ist
keine vollstdndige Fehlerkorrektur moglich. Das heifit, selbst wenn man sich nur
fir die Streuparameter S;; und S, in Vorwartsrichtung interessiert, ist fiir die
vollsténdige Fehlerkorrektur trotzdem auch eine Messung in Riickwértsrichtung
erforderlich.

Mit der Viertor-Zweitor-Reduktion erhdlt man die in Abbildung 11.8 gezeigten
Modelle. In der Abbildung ist sowohl das Modell fiir die Messung in Vorwérts-
richtung als auch das Modell fiir die Messung in Riickwartsrichtung gezeigt. Man
beachte, dass die Modelle bei der Messung in Vorwartsrichtung und bei der Mes-
sung in Rickwértsrichtung die selben sind.

Aus (11.18), (11.19), (11.20) und (11.21) erhélt man durch Nullsetzen von a)
die am Messobjekt anliegenden komplexen Wellenamplituden fiir die Messung in
Vorwértsrichtung:

Fypan =— det(F ) ay; + EO,Obha
Fioby =— Fy a5 + by,
Fip
Fi by =—==by,
s E372 12
FyoFy, b
0 Y-

El,OQIZ =
439

Dual dazu erhélt man fiir die Messung in Riickwartsrichtung:

F\pamy = — det(Ey) ayy + Lo b,

/ /
El,ol_)nz = - E1,1QHZ + bip,

ya
El,ol_?m :F—Lobina

439
P _E1,0E2,2 /
47 04111 .
439

Bei Kenntnis der finf Fehlerterme det(Ey ), Fo o, F11, F1 0F22/F52,und Fy o/F3,
kann man die Streumatrix Sy des Messobjekts wieder mit (11.23) berechnen.
Man spricht vom 5-Term-Fehlermodell. In der Literatur | | werden abwei-
chend die folgenden fiinf dquivalenten Fehlerterme verwendet:

Reflexionsgleichlauf: F,F ,

Transmissionsgleichlauf: F, (F;
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Abbildung 11.7.: Vereinfachter Vektornetzwerkanalysator mit zwei Messtoren
und drei Messstellen
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11.2. Vektornetzwerkanalysator

(a) Messung in Vorwértsrichtung

(b) Messung in Riickwértsrichtung

Abbildung 11.8.: Modell des imperfekten vereinfachten Vektornetzwerkanalysa-
tors
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Direktivitat: [,
Quelltoranpassung: [,

Lasttoranpassung: F),

Die Fehlerterme sind wieder durch Messungen an bekannten Kalibrierstandards
zu bestimmen. Eine Messung an einem Eintor bekannten Reflexionsfaktors I' an
Messtor 1 ergibt eine lineare Gleichung

—Fyay +b; =T (‘ det(E,) ap + Eo,obh) (11.32)

fir die unbekannten Fehlerterme, siehe (11.28). Man beachte, dass (11.32) wie-
der exakt der Grundgleichung (11.13) der Reflektometerkalibrierung entspricht.
Durch OSM-Messungen kann man die Fehlerterme det(E, ), £ und F; ; bestim-
men. Die Messung eines Eintors an Messtor 2 ist wegen des fehlenden Testsignals
sinnlos.

Eine Messung in Vorwartsrichtung an einem Zweitor bekannter Streumatrix S
ergibt nach (11.27) zwei lineare Gleichungen

—F, ., d}y + by —det(Fy) dfy + Fo bt
(F ) g (M) g
Z12

= Lo, b/

Ly, g9 12

fiir die unbekannten Fehlerterme, wobei a), wieder zu Null gesetzt wurde. Beim
TOSM-Verfahren werden, nachdem die Fehlerterme det(F,), £ 0.0 und F 11 durch

OSM-Messungen bestimmt wurden, durch Messung an einer bekannten Durch-

E1,0E2,2 d EI,O
Fs Fs,

wartsrichtung entspricht hier einem Umdrehen des Zweitors und ergibt nur bei
nicht vertauschbaren Toren neue Gleichungen, die formal den Gleichungen der
Messung in Vorwartsrichtung entsprechen.

Es gibt auch hier nicht weiter betrachtete Vektornetzwerkanalysatoren mit drei
Messstellen und einem internen Messrichtungsumschalter, bei denen in Vorwarts-
richtung und in Rickwértsrichtung unterschiedliche Fehlermodelle zu beriicksich-
tigen sind. Dies fithrt zu einem 10-Term-Fehlermodell | |-

Aufgabe 11.3 Berechnen Sie mit (11.33) und (11.32) die finf Fehlerterme det(E ),
EFoo, Fiq, F10Fs5/F3,, und Fyo/F3, aus den gemessenen Streuparametern
STl,l und §/T271 und den gemessenen Reflezionsfaktoren L'y, Ts und Ty, fiir den
Fall, dass ideale Kalibrierstandards

01
5T:<1 0)’

I'o=1ITy=—1 und I'y =0 verwendet werden!

verbindung die Fehlerterme bestimmt. Eine Messung in Riick-
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Hochfrequenzverstarker

12.1. Aufbau von Hochfrequenzverstarkern

Hochfrequenzverstarker werden heute tiberwiegend mit Transistoren realisiert. Es
stehen eine Vielzahl von Transistortypen in verschiedenen Grundschaltungen zu
Verfiigung. Es gibt viele hier nicht diskutierte Moglichkeiten der Arbeitspunktein-
stellung und Arbeitspunktstabilisierung | ].

Der in Abbildung 12.1 dargestellte Signalpfad eines Hochfrequenzverstarkers
besteht aus dem Transistor und den eingangsseitigen und ausgangsseitigen An-
passnetzwerken. Im hier betrachteten Kleinsignalbetrieb konnen die Eigenschaften
des dann ndherungsweise linearen Transistors durch eine Streumatrix S beschrie-
ben werden. Die Streumatrix S eines Transistors hédngt unter anderem von dem
Transistortyp, der gewahlten Grundschaltung, dem Arbeitspunkt und der Kreis-
frequenz w ab.

I F—a; ay<— I

| | | |

| Eingangs- | | Ausgangs- |
——Q— anpass- anpass- [—QO——

| netzwerk | | netzwerk |

| | | |
| by <— Transistor — |
Tor 1 Tor 2

Abbildung 12.1.: Signalpfad eines Hochfrequenzverstérkers

Idealerweise wire ein Hochfrequenzverstarker eigenreflexionsfrei S;; = S5 =
0, siehe (9.5), und ricckwirkungsfrei S; = 0. Die Streumatrix S eines Transistors
weicht iiblicherweise von diesem Idealfall ab. Die Aufgabe der Anpassnetzwerke
ist es, die Reflexionsfaktoren derart zu transformieren, dass das Gesamtsystem
ein gilinstigeres Verhalten aufweist. Neben der moglichst guten eingangsseitigen
und ausgangsseitigen Anpassung, das heifft dem Minimieren der an den Toren
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des Gesamtsystems sichtbaren Reflexionsfaktoren, ist die Stabilitdt ein wichtiger
Aspekt. Im Gegensatz zur Anpassung, die nur bei der Kreisfrequenz w des zu ver-
starkenden Signals von Interesse ist, muss die Stabilitat bei allen Kreisfrequenzen
w gewahrleistet sein. Die Anpassung hat einen Einfluss auf den Leistungsgewinn.
Abhéngig davon, wie Fehlanpassungen berticksichtigt werden, ergeben sich unter-
schiedliche Definitionen des Leistungsgewinns.

Aufgabe 12.1 Finen Transistor kann man zundchst als Dreitor modellieren, sie-
he Abbildung 12.2. Durch Kurzschlieflen eines der Tore, zum Beispiel Tor 3, erhdlt
man eine der drei moglichen Grundschaltungen. Ermitteln Sie die Admittanzma-
triz des so erhaltenen Zweitors als Funktion der Admittanzmatriz Y des Dreitors!
Kann man aus der Admittanzmatriz des Zweitors wieder die Admittanzmatriz Y
des Dreitors berechnen, wenn man beriicksichtigt, dass der als Dreitor betrachtete
Transistor ein massefreies Netzwerk ist?

Abbildung 12.2.: Transistor als Dreitor

12.2. Leistungsabgabe von Eintorquellen

Als Vorbereitung fiir die Betrachtung von Zweitoren soll hier die Leistungsab-
gabe einer Quelle mit dem Quellenreflexionsfaktor I' an eine passive Last mit
dem Lastreflexionsfaktor I'; analysiert werden. Wegen der Passivitat gilt fiir den
Betrag des Lastreflexionsfaktors |['}| < 1.
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Aus dem Signalflussgraphen in Abbildung 12.3 liest man mit der Schleifenregel

p— o
N e Y I

ab, sieche Abbildung 9.3d. Weiterhin gilt
a = EL(_)-

Die von der Quelle an die Last abgegebene Leistung berechnet sich mit (7.28) zu

1
Pzﬁ\z_)Q

’2 1— |£L‘2

. (12.1)
‘1 - EQEL‘

Abbildung 12.3.: Zusammenschalten von Quelle und Last

Fiir eine reflexionsfreie Last I';, = 0 ist die von der Quelle abgegebene Leistung
P gleich der Leistung der Urwelle

Py = % bg| (12.2)

Die abgegebene Leistung P wird unendlich, wenn der Nenner ‘1 — LIy ? Null
wird. In diesem Fall ist das aus Quelle und Last bestehende System instabil. Man
bezeichnet die Quelle als stabil, wenn das System fiir keine passive Last |['j| < 1
instabil wird. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir den Quellenreflexionsfaktor

Ll <1 (12.3)

gilt. Die Stabilitat einer Quelle sollte fiir alle Kreisfrequenzen w gewahrleistet sein
und wird im Folgenden vorausgesetzt.
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Im Folgenden sollen die Orte konstanter Leistungsabgabe P in der Ebene des
Lastreflexionsfaktors [}, bestimmt werden. Aus (12.1) erhdlt man durch quadra-
tische Erganzung:

2(1-Tqly) (1-Toly) P =|bo| (1 - IuT}).

DL (2PLgl + [bo|”) — La2PLq — Li2PLy = oo — 2P,

2

- 2PT, _ APl
B QPEQEZQ + ‘QQ‘Q <2P£Q£*Q+ ‘QQ‘2>2
2
L |kl —2P 5
2PLLY, + [bg
2
2 2 2
2PTY, g (\@Q‘ 2P (‘EQ‘ _1))
EL— 2 2| T 2 2\ 2 '
2P L[ + g <2P‘LQ’ +’le)
M
M R2

Dies ist die Gleichung eines Kreises mit Mittelpunkt

y-—2To (12.4)
2P [Lq + |tq
und Radius
o +2¢ (Jr* 1)
R= (12.5)

2 2
2P Lo + |bg

in der Ebene des Lastreflexionsfaktors [}, sieche Abbildung 12.4. Der Mittelpunkt
M liegt auf der Geraden durch I'y und den Ursprung, da die Argumente aller
Mittelpunkte gleich sind:

arg(M) = arg(Ea) )

Die abgegebene Leistung P wird fiir genau einen optimalen Lastreflexionsfaktor
I'1opt maximal. Durch Nullsetzen des Radius R erhélt man die dann abgegebene
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1
<
R 05
~
A
A
0 orsagasar
St
777777

Im(Ly) -1 | Re(L})

Abbildung 12.4.: Ausnutzungsfaktor als Funktion des Lastreflexionsfaktors I}.
Der Quellenreflexionsfaktor ist I'q = 0,5 + j0,5. Die Hohenli-
nien sind Kreise konstanter Leistungsabgabe

verfiighare Leistung:

2 2
0=bo| + 2P, (\QQ) - 1) ,
1

- (12.6)
sy

Pa I% |

Der Mittelpunkt M des zur verfiigharen Leistung P gehorenden Kreises ent-
spricht dem optimalen Lastreflexionsfaktor

2P\
2P [Lq| + oo

=Ty (12.7)

£Lopt =

Dieses Ergebnis ist als Leistungsanpassung bekannt. Die bei einem beliebigen
Lastreflexionsfaktor I'; abgegebene, als Ausnutzungsfaktor bezeichnete, normierte
Leistung ergibt sich mit (12.1) zu

1= P (1= rg)
ﬂz( |_|)<1 2’ Q’)_ (12.8)
Py [1-Toly|
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12.3. Stabilitat von Zweitoren

12.3.1. Stabilitatskreise

In Anlehnung an (12.3) bezeichnet man ein Zweitor als an seinem Eingang stabil,
wenn fiir den am Eingang sichtbaren Reflexionsfaktor

Ly <1 (12.9)

gilt. Weiterhin bezeichnet man ein Zweitor als an seinem Ausgang stabil, wenn
fiir den am Ausgang sichtbaren Reflexionsfaktor

ID,| < 1 (12.10)

gilt. Man bezeichnet das Zweitor als stabil, wenn es sowohl am Eingang als auch
am Ausgang stabil ist.

Die Analyse ist fir beide Tore formal gleich. Hier wird zunéchst die Trans-
formation des Lastreflexionsfaktors ['; durch das Zweitor in den eingangsseitig
sichtbaren Reflexionsfaktor I'; betrachtet. Aus dem Signalflussgraphen in Abbil-
dung 12.5 liest man unter Verwenden der Vereinfachungsregeln aus Abbildung
9.3
551810 _ Si1— det(S) [,
1— S50, 1—S,5,I

ab. Dual erhilt man fiir die Transformation des Quellenreflexionsfaktors I, in
den ausgangsseitig sichtbaren Reflexionsfaktor

IL=5,+ (12.11)

51,2£2,1£Q _ 52,2 - det(ﬁ) £Q

ry=>=5
t2 T2 1-8,:1q 1-58,,1Lq

(12.12)

Sy 181, S5 181,
T S 22,121,201 S, . 4 221212
=L =11 1-55 00, =11 1=55,1,

Abbildung 12.5.: Transformation des Lastreflexionsfaktors [}, durch das Zweitor

§1,2

Es stellt sich nun die Frage, in welchen Bereichen der Quellenreflexionsfaktor
Tq und der Lastreflexionsfaktor ['; liegen diirfen, so dass das Zweitor stabil ist.
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Es handelt sich wieder um zwei mathematisch gleichartige Probleme. Zunéchst
wird der Lastreflexionsfaktor ['; betrachtet. An den Orten der Stabilitdtsgrenze

)

811 —det(S) I,
1 —S5y,L0,

(814 — det(8)Ty) (1, —det(S)Iy)" = (1 = Saal) (1—Sy0l)
LLLf (852855, — det(S) det(S"))
+L, (51‘,1 det(S) — §2,2) + Iy, (51,1 det(S") — 53,2) =5,87, — L.

Durch quadratische Erganzung erhalt man

2

r. — 55,2 - §1,1 det(S”) _ §1,1§>1k,1 -1
T 85,83, —det(S) det(8%)| T S,555, — det(S) det(S")
M

(53,2 —Sia det(ﬁ*)) (ﬁ;z —S14 det(ﬁ*))*
(85255, — det(S) det(S7))’
89195151297 5
(85283, — det(S) det(S"))’

R

Man erkennt, dass die Orte der Stabilitdtsgrenze |[';| = 1 auf einem Stabilitats-

kreis mit Mittelpunkt
- 55,2 - 51,1 det(ﬁ*)

T[S0 — det(s)P

(12.13)

und Radius
52,1§1,2

[S0a] — pact(s)”

Ry, (12.14)

in der Ebene des Lastreflexionsfaktors I';, liegen. Abbildung 12.6 zeigt einen ex-
emplarischen Stabilitatskreis in der Ebene des Lastreflexionsfaktors I';. Ob das
Innere oder das AuBere des Stabilititskreises der stabile Bereich ist, iiberpriift
man am einfachsten anhand eines markanten Punktes. Aus I';, = 0 folgt fiir den
eingangsseitig sichtbaren Reflexionsfaktor I'y = S, ;. Das heif3t fiir ’ §1,1T < 1 liegt
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der Ursprung der Ebene des Lastreflexionsfaktors '}, im stabilen Bereich und fiir
EM‘ > 1 liegt der Ursprung der Ebene des Lastreflexionsfaktors ['; im instabilen

ereich. Da die Streuparameter im Allgemeinen frequenzabhéngig sind, ist auch
der Stabilitatskreis frequenzabhéngig.

Abbildung 12.6.: Exemplarischer Stabilitatskreis mit eingefirbten instabilen Be-
reich in der Ebene des Lastreflexionsfaktors I'y,. ‘ S 171‘ <1
Dual erhalt man den Mittelpunkt
Sf,l - 52,2 det(S*)
= 2
‘5171‘ - \det(§)|2

M, (12.15)

und den Radius
§172§271

[s0al — paet(s)P

Rq (12.16)

des Stabilitdtskreises in der Ebene des Quellenreflexionsfaktors I'gy. Fiir ’ §272’ <1
liegt der Ursprung der Ebene des Quellenreflexionsfaktors I'g im stabilen Bereich
und fiir ‘ 52,2‘ > 1 liegt der Ursprung der Ebene des Quellenreflexionsfaktors I'g
im instabilen Bereich.

Sowohl der Quellenreflexionsfaktor Lq als auch der Lastreflexionsfaktor 'y sol-
len im jeweils stabilen Bereich liegen. Da der Quellenreflexionsfaktor I'q und der
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Lastreflexionsfaktor ['; auf jeden Fall innerhalb des Einheitskreises liegen, inter-
essieren primar die Schnittmengen der instabilen Bereiche mit dem Inneren des
Einheitskreises, siehe Abbildung 12.6.

12.3.2. Unbedingte Stabilitat

Wiinschenswert ist es, dass ein Zweitor fiir alle passiven Abschliisse stabil ist.
Diese Eigenschaft bezeichnet man als unbedingte Stabilitit. Im Folgenden sollen
Bedingungen fiir die unbedingte Stabilitat hergeleitet werden.

Zunachst wird wieder der eingangsseitig sichtbare Reflexionsfaktor I'; als Funk-
tion des Lastreflexionsfaktors I';, betrachtet. Auflésen von (12.11) nach dem Las-

treflexionsfaktor ergibt
S -0

I, = .
- det(S) — 52,221
Der Einheitskreis |I';| = 1 ist der Rand des Bereichs passiver Lasten. Dort gilt:

S — L
det(S) — SsoI

(51,1 - £1) (51,1 - £1)* = (det(ﬁ) - §2,2£1) (det(ﬁ) - ﬁ2,2£1)* )
LI (1 - §2,2§§,2) + I <§2,2 det(S") — Sf@)
+I (§§,2 det(S) — §1,1) = det(8) det(S") — §1,1§T,1-

Durch quadratische Erganzung erhalt man
2

=1,

Sy — Spodet(8)|  det(S)det(S") — S, 57,
T 15,55, 1— 85,55,

M,

(811 = S52det(8)) (11— S5, det(S))”

" (1-55583)
_ 59155191257
(1 - §2,2§;,2)2 -
e

Es handelt sich offensichtlich um einen Kreis mit Mittelpunkt
S11— 85, det(S
Ml _ 21,1 =22 5 (—) (1217)
s
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und Radius

S918
R, = | =212 (12.18)

2
s

in der [';-Ebene. Ob das Innere oder das Auflere des Kreises das Bild des Bereichs
der passiven Lasten |I';| < 1 ist, Gberpriift man wieder am einfachsten anhand
eines markanten Punktes. Aus [}, = 0 folgt fiir den eingangsseitig sichtbaren
Reflexionsfaktor Iy = Sy ;. Es stellt sich nun die Frage, ob S, ; innerhalb oder
auBerhalb des Kreises liegt. Fiir den Abstand zum Mittelpunkt gilt

‘§171 - Ml‘ = _ﬁm ’5272’2 +§;272 det(S) - 52252 & ; ‘52 2‘
s s

Offensichtlich ist genau dann das Innere des Kreises das Bild des Bereichs der
passiven Lasten |[}| < 1, wenn ‘§272‘ < 1 gilt.

Damit nicht zwingend Teile des Bildes des Bereichs passiver Lasten |I'j| < 1
auBerhalb des Einheitskreises in der [';-Ebene liegen, muss das Innere des Kreises
in der [';-Ebene das Bild des Bereichs der passiven Lasten |[}| < 1 sein und der
Kreis muss vollstandig im Inneren des Einheitskreises liegen, das heifit es miissen
‘ §272‘ < 1 und

M|+ R <1

gelten. Einsetzen von Mittelpunkt M, und Radius R; ergibt

’511 85,2 det(S ’ ‘521512‘
<1
1 sl
Man erhélt das in der Literatur [ | unter dem Namen pu-Test bekannte Stabi-
litatskriterium )
= L= [Sao| > 1. (12.19)
‘51,1— 5 det(S ‘ ‘521”512‘

Ausgehend von der Betrachtung des ausgangsseitig sichtbaren Reflexionsfaktors
I’y als Funktion des Quellenreflexionsfaktors I'g erhélt man dual das Stabilitéts-
kriterium

1—]511]
‘522 S”{ldet ‘ ‘512”521‘

> 1. (12.20)
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Eine alternative Bedingung fiir unbedingte Stabilitit erhalt man durch Umfor-
men des Stabilitdtsfaktors p;. Ausgehend von (12.19) erhalt man zunéchst

81— S5, det(8)] < 1— |Sy0] — |85 |12

Diese Ungleichung kann nur dann erfiillt sein, wenn die rechte Seite grofier Null
ist. Man erhalt die Nebenbedingung

‘ﬁzg‘ ‘ﬁm‘ <1l- ‘§2,2

i (12.21)
Durch Quadrieren der Ungleichung erhélt man weiterhin:
2 2 2
S0 = S3det(S)] < (1= [Saf = |82 S15])
‘51,1 ‘2 - §1,1§2,2 det(S”)
51852 det(S) + |Saf let®)P < (1 [Soaf ~[52][12])
81| = 1det(8) + [Saa[ ]S

s s+ [ 0O < (1= [52f) (1= [l 2] 1]

‘ 2

+ ‘§2,1 ‘51,2 27

2 2 5 2 2
(1= 1825 (|80~ 1aet(®)) < (1= |Soa]) (1= |asf = 2[S2]|S12])
1] = 1det(S)* < 1= [Sa|” — 2[Sau[S1a]-

‘ 2

Ein Stabilitatskriterium ist somit, dass die Nebenbedingung (12.21) erfiillt ist und
der nach Rollett benannte Stabilitdtsfaktor grofer als eins ist | |:

o Lo [Saa] — [Sua[ +ldet(s)P
2[S20] [912]

> 1. (12.22)

Ausgehend vom Stabilitétsfaktor ps hitte man auf dualem Weg die Nebendingung

2
1S 2| S| < 1= |81, (12.23)
und den gleichen Ausdruck fiir den Stabilitdtsfaktor K gefunden. Aus diesen Ne-

benbedingungen folgt fiir den Betrag der Determinante der Streumatrix S eines
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unbedingt stabilen Zweitors unter Verwenden der Dreiecksungleichung:
|det(S)| = ’51,152,2 - §1,2§2,1’
< ‘51,152,2‘ + ‘51,252,1‘ (12.24)

<\/1 — ‘ﬁm‘ ‘ﬁzg‘\/l — ‘51,2‘ ‘52,1‘ + ‘51,252,1‘ =L

Ein verlustfreies Eingangsanpassnetzwerk oder Ausgangsanpassnetzwerk bildet
das Innere des Einheitskreises in der Reflexionsfaktorebene auf das vollstandige
Innere des Einheitskreises ab. Hinzufiigen verlustfreier Anpassnetzwerke beein-
flusst die Eigenschaft der unbedingten Stabilitdt daher nicht.

12.4. Leistungsgewinn von Zweitoren

12.4.1. Klemmenleistungsgewinn
Der Klemmenleistungsgewinn (Power Gain)

G—PQ

(12.25)

ist als das Verhéltnis aus der an die Last abgegebenen Leistung P, und der von
der Quelle an das Zweitor abgegebenen Leistung Fq definiert.

Aus dem Signalflussgraphen in Abbildung 12.7 folgt analog zu (12.1) fiir die
von der Quelle an das Zweitor abgegebene Leistung

1 1—|T 2
Pa =3 o] ﬁ
L1y 2 ‘1 ~ §2,2£L’2 - ‘ﬁu — det(S) EL’2 (12.26)
=3 o

2
‘1 — 8900y, — 8110 + det(S) £Q£L’

wobei in der letzten Zeile (12.11) eingesetzt wurde.
Aus dem Signalflussgraphen in Abbildung 12.8 liest man mit der Schleifenregel

1
by =0
272 £Q£1 §2,1 1— §272£L

ab, siche Abbildung 9.3d. Weiterhin gilt

ay = ELQQ-
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Abbildung 12.7.: Betrachtung des Zweitoreingangs

Die an die Last abgegebene Leistung berechnet sich mit (7.28) und (12.11) zu

L S| (1 T P)

D) ‘1_FF}2‘1—S Fr
Ioly 2 IPING (12.27)
5 b’ [Sea (1 ILP)
9 |I7Q ’1 — Syl — S11Lq + det(S) £Q£L‘2.
bq
bq

Abbildung 12.8.: Betrachtung des Zweitorausgangs

Durch Einsetzen von (12.26) und (12.27) in (12.25) erhalt man den Klemmen-
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leistungsgewinn )
sl
‘1 — §272£L‘2 — ’§171 — det(ﬁ) Iy

Der Klemmenleistungsgewinn G hiangt vom Lastreflexionsfaktor I'y, nicht aber
vom Quellenreflexionsfaktor I'g ab.

‘2. (12.28)

12.4.2. Einfiigungsleistungsgewinn

Der Einfiigungsleistungsgewinn (Insertion Power Gain)

P
Gi = FL
ist als das Verhéltnis aus der an die Last abgegebenen Leistung P, und der von
der Quelle bei direkter Verbindung an die Last abgegebenen Leistung P definiert.

Durch Einsetzen von (12.27) und (12.1) in (12.29) erhélt man den Einfigungs-
leistungsgewinn

(12.29)

Gy — o[ [t~ Eonuf
I ’1 - 52,2£L — 5171£Q + det(ﬁ) £Q£L

‘2. (12.30)

Der Einfiigungsleistungsgewinn (G} héngt vom Lastreflexionsfaktor '}, und vom
Quellenreflexionsfaktor Ly ab.

12.4.3. Ubertragungsleistungsgewinn

Der Ubertragungsleistungsgewinn (Transducer Power Gain)
by

Gr = .
T Pon

(12.31)

ist als das Verhaltnis aus der an die Last abgegebenen Leistung P, und der von
der Quelle verfiigbaren Leistung Pqa definiert.

Durch Einsetzen von (12.27) und (12.6) in (12.31) erhilt man den Ubertra-
gungsleistungsgewinn

(ol s (- i)
- ‘1 - §272£L - 5171£Q + det(S) EQEL

e (12.32)

y

Der Ubertragungsleistungsgewinn G't hiingt vom Lastreflexionsfaktor I';, und vom
Quellenreflexionsfaktor Ly ab.
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12.4.4. Verfiigbarer Leistungsgewinn

Der verfiigbare Leistungsgewinn (Available Power Gain)

2
Gy =2 (12.33)
PQA

ist als das Verhaltnis aus der vom Zweitor verfiigbaren Leistung Ppa und der von

der Quelle verfiigbaren Leistung Pqa definiert.
Bei Leistungsanpassung [}, = I';, vergleiche (12.7), folgt aus (12.27)

Soa|* (1 - |1, P?)

‘1 - §272£S - 5171£Q + det(&) EQEZ :

e Soal (1 IP)
(1= 81aLg) — (82 — det(8) Lo) T3

Einsetzen von (12.12) ergibt

2 ‘ﬁzgf <’1 —51,1£Q’ ‘522 det(S PQ‘ >

“1 - 51,1£Q}2 - }§2,2 - det(ﬁ)_

Pin =3 [bo[

Pix =3 [tg]

(12.34)

g I
_! - o i S24
‘1—511FQ‘ —‘522 det FQ‘
Durch Einsetzen von (12.6) und (12.34) in (12.33) erhdlt man den verfiigharen

Leistungsgewinn
sl (1)

G =
]1—511FQ] —\522 det(S PQ\

(12.35)

Der verfiigbare Leistungsgewinn G5 hangt vom Quellenreflexionsfaktor I'g, nicht
aber vom Lastreflexionsfaktor '}, ab.

Der verfiigbare Leistungsgewinn einer Kaskade aus zwei Zweitoren, siehe Ab-
bildung 12.9, ist gleich dem Produkt der verfiigharen Leistungsgewinne der kas-
kadierten Zweitore:!

Prs  Pao Pas

Ga = = = GA1GAs. 12.36
A7 Pa Pai Pas ArrAz ( )

'Wenn man Gewinne als Sonderfille von Leistungsverhéltnissen logarithmisch in der Pseu-
doeinheit dB angibt, wird aus der Multiplikation eine Addition 10log(Ga1Ga2) =
101log(Ga1) + 101log(Ga2).
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Pay P Pas
I I I
I a I a I
O O O
I I I
I I I
Tor 1 Tor 2 Tor 3

Abbildung 12.9.: Leistungsgewinn einer Kaskade von Zweitoren

12.4.5. Vergleich der Gewinndefinitionen

Durch sinngeméfies Anwenden von (12.8) erhélt man den Ausnutzungsfaktor an

Tor 1 )
2
ﬁ:i&:PQ:(I_IEQI)(I_IQI) (12.37)
G PQA PL PQA ’1_£Q£1‘2 . .
Auf gleichem Wege erhilt man Ausnutzungsfaktor an Tor 2
Gr P P B (1-IL) (1- D)) (1238

Gr  Poa Pin  Pa 11—,

Fiir den Fall, dass sowohl die Quelle an den Eingang angepasst ist I'q = L'} als
auch die Last an den Ausgang angepasst ist Iy, = L[, vergleiche (12.7), sind
die drei hier definierten Gewinne Klemmenleistungsgewinn G, Ubertragungsleis-
tungsgewinn Gt und verfligbarer Leistungsgewinn G gleich. Wenn zusétzlich
auch noch der Quellenreflexionsfaktor konjugiert komplex zum Lastreflexionsfak-
tor ist Ly = 'l =I7 =TL,, sind alle vier hier definierten Gewinne Klemmenleis-
tungsgewinn G, Einfiigungsleistungsgewinn Gy, Ubertragungsleistungsgewinn G
und verfligbarer Leistungsgewinn G gleich.

12.4.6. Maximaler verfiigbarer Leistungsgewinn

Der verfiighbare Leistungsgewinn G hangt vom Quellenreflexionsfaktor L', ab.
Nun soll der bei einem optimalen Quellenreflexionsfaktor I, erzielbare maxima-
le verfiigbare Leistungsgewinn (Maximum Available Power Gain, MAG) Guac
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ermittelt werden. Aus (12.35) folgt
A 2 2
Ga(1 - S1aTq = 14T + [Su[” |Lq)
_ ‘§272’2 + S5 5 det(S7) L'y + S5, det(S) L — |det(S ’FQ’ )

s (1 Iaf).

Fiir die Orte konstanten verfiighbaren Leistungsgewinns G 5 in der Ebene des Quel-
lenreflexionsfaktors Lq gilt

o (|S0a] + 0 (801 - laet(s)F))
+LqGa (S5, det(S) — 81 ) + LhGa (S, det(SY) — S5 )
:‘5271‘ +Ga <‘§272‘ —1>.
Mittels quadratischer Erginzung erhalt man
G (Sy det(87) - 57, 2_ G |8, det(8) - 55,
el v en (5l 19 ®F)| ([ + G (J8] - )P
S+ G (|82 - 1)

‘52 1‘ +Ga (‘51 1‘ — |det(S)| >

+

Dies ist die Gleichung eines Kreises in der Ebene des Quellenreflexionsfaktors I'g.
Beim maximalen verfiigharen Leistungsgewinn Gyag wird der Radius des Krei-
ses Null:

0 =CRing |52 det(8%) — 51|
(’52 1’ + Gmac (‘522 1)) (‘§2 1’2 + Gumac (‘51,1‘2 - \det(§)|2)>
Gunc (|224et(8") = 81, + (|82 ~ 1) (|80a] — 1aer(®)?))

+GMAG‘§21‘ (‘Sll‘ _|det §)| +‘522’ —1>+‘§271‘4-
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Mit

‘§2,2 det(ﬁ*) - Sf@

" (|82ef = 1) (|80 - laer®)F)
=[] [det(8)? — S5 det(8%) Sy, — S, det(S) S, + |8y [
+[So2] [S1a] = [Saa] Idet(S)P — [Sy.4| + det(S)?
=S| [Saa| + 8118557583,
=85 det(8")S; 4
[81a] [ S|+ 571852812801 +[Sas| [Sa
—53 5 det(8)57 4

2 2 2
+ ‘§2,2’ ’ﬁm’ — 81182987 985 1 — 871852812821 + ’51,2‘ ‘52,1

’ 2

‘ 2

|det(S)/?
“[saf s
und ) )
S| = |det(S)* + [Spa| —1=—2|S1,][S24| K,

wobei der K der Stabilitatsfaktor gemaf (12.22) ist, vereinfacht sich die quadra-
tische Gleichung fiir den maximalen verfiigbaren Leistungsgewinn Gyag zu

=0.

’51,2’2 ‘52,1‘2 Ghiac — 2815851 KGaiac + ’5271’4

Diese quadratische Gleichung hat die Losungen

Guiac = 52 (K £VEZ-T). (12.39)

Si

Fiir die hier betrachteten unbedingt stabilen Zweitore ist der Term unter der
Wurzel geméfl (12.22) immer positiv. Beztiglich des Vorzeichens vor der Wurzel
betrachtet man den Grenzfall eines riickwirkungsarmen Zweitors mit kleinem S ».
Aus (12.22) folgt fur den Stabilitdtsfaktor eines rickwirkungsarmen Zweitors

(814 = 1) (|82 1)
K ~ 55 , (12.40)

das heifit der Stabilitatsfaktor K wird sehr grofl. Ein physikalisch sinnvoller end-
lich grofler maximaler verfiigharer Leistungsgewinn Gyag kann sich nur dann
ergeben, wenn in (12.39) das negative Vorzeichen gilt, siche auch Aufgabe 12.4.
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Aufgabe 12.2 FEs wird ein Leitungsstick der Ldinge | mit der Phasenkonstante
B betrachtet. Der Wellenwiderstand sei gleich dem Bezugswiderstand Zy, = Rg,
so dass sich die Streumatriz S gemdjf$ (10.19) ergibt. Berechnen Sie den Klem-
menleistungsgewinn G, den Einfiigungsleistungsgewinn Gy, den Ubertragungsleis-
tungsgewinn G, den verfigbaren Leistungsgewinn G und den maximalen ver-
fiigbaren Leistungsgewinn Gyiag des Leitungssticks jeweils abhdngig von Linge [,
Phasenkonstante 3, Quellenreflexionsfaktor I'q und Lastreflexzionsfaktor I'y,!

12.4.7. Maximaler stabiler Leistungsgewinn

Ein nicht unbedingt stabiles Zweitor kann man zum Beispiel durch Serienschalten
oder Parallelschalten von Wirkwiderstdnden an Eingang oder Ausgang unbedingt
stabil machen. Wie aus (9.25) ersichtlich ist, andert sich das Verhéltnis Sy ;/.5 5
durch Anfiigen eines derartigen reziproken Zweitors nicht. Man kann die Wirk-
widerstdnde nun so grofl wiahlen, dass der Stabilitdtsfaktor gerade eins wird. In
diesem Grenzfall erhédlt man durch Einsetzen von K = 1 in (12.39) den maximalen
stabilen Leistungsgewinn (Maximum Stable Power Gain, MSG)

(12.41)

Der maximale stabile Leistungsgewinn Gysg ist fiir nicht unbedingt stabile Zwei-
tore definiert.

12.4.8. Unilateraler Ubertragungsleistungsgewinn

Bei Hochfrequenzverstarkern ist die Riickwirkung S, o héufig relativ klein. Wenn
man die Rickwirkung S, , vernachlédssigt, vereinfachen sich die Gewinnberech-
nungen betréchtlich. Aus (12.32) erhélt man mit S; 5 = 0 den unilateralen Uber-
tragungsleistungsgewinn (Unilateral Transducer Power Gain)

(1 Jref) 2l (1 - ImeF)

‘1 —811g — Sool'y, + 51152201

CTYTU = ’2

‘ ‘2 1 |£L|2 (12.42)

I e e e
Gq G

der sich offensichtlich als ein Produkt aus
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o Gewinn )
N g 1Y
Q= ——3 (12.43)
1= 81l
der Eingangsanpassung,
o unilateralen Zweitorgewinn
2
GO = ‘5271‘ (12.44)
und
o Gewinn ,
1—|L
¢, = -l (12.45)
’1 - iQ,ZEL‘

der Ausgangsanpassung

darstellen lasst.

Zunéchst werde der Gewinn Gq der Eingangsanpassung genauer untersucht.
Fiir die Orte konstanten Gewinns G der Eingangsanpassung gilt:
2

GQ ’1 —§1,1£Q‘2 =1- ’EQ ’
Lol (GoSinSis +1)

—ToGaSiy — TGS, = 1 Gq,
2

GQﬁi,l 1-— GQ G(QQ ’§171’2
Q- 2| T 2 T 2\ 2
1+ Gq ’51,1’ 1+Gq ‘5171’ (1 +Gq ‘51’1‘ )
A

1— GQ + GQ ‘51,1
N 2
(1 + GQ ‘ﬁm} )

2
kg

‘ 2

Die Orte konstanten Gewinns G der Eingangsanpassung bilden einen Kreis mit
Mittelpunkt

GaoS;
Mg = —22L (12.46)
1 + GQ ’§171’
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und Radius

1-Ga+ ol
14 Go|s[

Rq (12.47)

in der Ebene des Quellenreflexionsfaktors I'y.
Beim maximalen Gewinn Ggmax der Eingangsanpassung wird der Radius R
Null. Es folgt:

‘ 2

\/1 - GQmax + GQmax

51,1

(12.48)

GQmax = ! ’2.

1— Sy,

Dieser maximale Gewinn Gqmax der Eingangsanpassung wird fiir den dem zuge-
hérigen Mittelpunkt M entsprechenden optimalen Quellenreflexionsfaktor

CTYQmax§>k "
Lomax = s =857, (12.49)

1+ GQmax ﬁl,l‘

das heifit bei Leistungsanpassung erreicht, vergleiche (12.7).

Abbildung 12.10 zeigt einen exemplarischen Kreis konstanten Gewinns der Ein-
gangsanpassung Gq. Der Mittelpunkt M liegt auf der Geraden durch I'g,,,, und
den Ursprung, da die Argumente aller Mittelpunkte gleich sind:

arg(MQ) = arg(EQmaX) = arg(ﬁ’il) .

Dual erhilt man den Kreis konstanten Gewinns G, der Ausgangsanpassung
mit Mittelpunkt

GLS;
My = — =22 (12.50)
1+ Gy ’ﬁzg‘
und Radius
2
Y1 Got Cu|Ss)
Ry, = 3 (12.51)
1+ Gy ‘52,2‘
in der Ebene des Lastreflexionsfaktors [';,. Bei Leistungsanpassung
£Lmax = 5;72 (1252)
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Abbildung 12.10.: Exemplarischer Kreis konstanten Gewinns der Eingangsanpas-
sung G = 0,5. S, = 0,5 —j0,5

erhalt man den maximalen erzielbaren Gewinn

1
GLmax - 7‘2 (1253)

1—|Sss

der Ausgangsanpassung.
Der sich bei eingangsseitiger und ausgangsseitiger Anpassung ergebende maxi-
male unilaterale Ubertragungsleistungsgewinn ist

1
GTUmax = ‘2 ’52,1

i L (12.54)
L= S |

1— S,

Aufgabe 12.3 Berechnen Sie den Ubertragungsleistungsgewinn G, den Klem-
menleistungsgewinn G, den verfigbaren Leistungsgewinn G und den Einfigungs-
leistungsgewinn G der Einwegleitung mit der Streumatriz S gemajf (10.24) jeweils
abhdngig von Quellenreflexionsfaktor I'q und Lastreflexionsfaktor I't,!

Aufgabe 12.4 Zeigen Sie, dass fiir den Grenzfall eines riickwirkungsfreien Zwei-

tors S1 5 — 0 der mazimale verfigbare Leistungsgewinn Gyiac gegen den maxi-
malen unilateralen Ubertragungsleistungsgewinn Grumax konvergiert!
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Rauschen

13.1. Rauschende Eintore

13.1.1. Modellierung rauschender Eintore

Es wird ein rauschendes Eintor mit dem Reflexionsfaktor I' betrachtet, sieche Ab-
bildung 13.1. Im Folgenden wird stets das Rauschen innerhalb einer sehr kleinen
vorgegebenen Bandbreite B betrachtet.! Bei sehr kleiner Bandbreite B ist das
Rauschen naherungsweise sinusférmig mit zufélliger Amplitude und Nullphase,
das heiflt die komplexe Wellenamplitude br der Rauschurwelle ist eine mittelwert-
freie Zufallsvariable | ]. Mit (12.6) ergibt sich die verfiighare Rauschleistung

Zu
1

Pra = %E{|IQR|2} PR

o (13.1)

E{-} bezeichnet den Erwartungswert.

ae—| @
I

I
A

r
b (b) 1 (1)

Abbildung 13.1.: Modell eines rauschenden Eintors

=

Rauschsignale mit grofleren Bandbreiten B, wie sie beispielsweise in der Nach-
richtentechnik vorkommen, kénnen im Sinne einer Frequenzbereichsmodellierung
durch ihr Leistungsdichtespektrum beschrieben werden.

1Ublicherweise interessiert von dem an sich breitbandigen Rauschen nur der Anteil innerhalb
der kleinen Bandbreite B des Nutzsignals.
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13.1.2. Thermisches Rauschen von Widerstanden

Eine haufige Quelle von Rauschen im Bereich der Hochfrequenztechnik ist das
thermische Rauschen von Widerstanden, siehe Abbildung 13.2. Mit der Boltzmann-
Konstante

k=1,3806-10"2 WK Hz ! (13.2)

ergibt sich die innerhalb der Bandbreite B verfiighare Rauschleistung bei einer

Temperatur 7' zu
Pra = KTB]. (13.3)

Insbesondere ist das thermische Rauschen innerhalb des in der Hochfrequenz-
technik interessierenden Frequenzbereichs weifl. Die verfiighare Rauschleistung
Pra héangt nicht vom Widerstand R ab. Bei der iiblicherweise verwendeten Be-
zugstemperatur

Ty = 290K (13.4)
ergibt sich die verfiighare Rauschleistungsdichte?
% =kTy=4-1002"WHz '= — 174dBm bei B = 1 Hz. (13.5)
—O
R[]
—O0

Abbildung 13.2.: Thermisch rauschender Widerstand R

13.1.3. Thermisch rauschende Eintore homogener Temperatur

Ein thermisch rauschender Widerstand R der Temperatur 7" ist mit einer ther-
misch rauschenden Impedanz Z gleicher Temperatur 7' verbunden, siehe Abbil-
dung 13.3. Fir die komplexen Wellenamplituden gilt

a="bh+I'

und
b= QR +La

2Die verfiigbare Rauschleistung Pra in der Pseudoeinheit dBm ergibt sich durch Normieren
auf 1 mW und logarithmieren zu 10 log(Pra/1 mW).
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Aufgelost nach den komplexen Wellenamplituden erhélt man

a:bﬁ—FEIbR
- 1-II"
und )
,_ bn+ T
- 1-rr
ge
a b
|
Q
|
er] | Qzr et
|
?
|

Abbildung 13.3.: Verbinden eines thermisch rauschenden Widerstands R mit einer
thermisch rauschenden Impedanz Z gleicher Temperatur T’

Im hier betrachteten thermodynamischen Gleichgewicht muss die Leistungsbi-
lanz, vergleiche (9.3), ausgeglichen sein:

S E{la’} =3 B{r},
%E{ by +£/QR‘2} :% E{|l_)R +£1_)§|2} .

Da es sich um raumlich getrennte unabhéngige Rauschquellen handelt, sind die
komplexen Wellenamplituden der Rauschurwellen unkorreliert und es gilt

1 1
L E{bubfi) = & E{Bit) = 0.
Mit (13.1) folgt:

SE{BR ) + 0" 5 B{be”} =5 B{ b} + 0P 5 B{ i/}
1 1 1 1
5 E{ |br|*} T2 E{ |bf |} A
Pra
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SchlieBlich erhdlt man mit (13.3) die innerhalb der Bandbreite B verfiighare
Rauschleistung

1 2 1

Die verfiigbare Rauschleistung Py, aller thermisch rauschenden Eintore homoge-
ner Temperatur 7" und nicht nur die von Wirkwiderstédnden R ist daher kT'B. Fir

2
verlustfreie Eintore mit ‘E‘ = 1, siehe (9.7), muss

%E{|b§|2} =0 (13.7)

gelten, damit die verfiighare Rauschleistung nicht unendlich grof8 wird.

Auch andere Rauschquellen modelliert man in der Hochfrequenztechnik héufig
als thermisch rauschende Eintore, wobei die Rauschtemperatur 7' entsprechend
der jeweils verfugbaren Rauschleistung Pf, zu wéhlen ist.

13.2. Rauschende Mehrtore

13.2.1. Modellierung rauschender Mehrtore

Im Modell eines rauschenden Mehrtors ist an jedem Tor n eine Rauschurwelle mit
der komplexen Wellenamplitude bg,, zu beriicksichtigen, siehe Abbildung 13.4.

—a, a9 e—

Q1<—| |—>b2
Tor 1 Tor 2

Abbildung 13.4.: Modell eines rauschenden Zweitors
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13.2. Rauschende Mehrtore

Mit dem Vektor
br,
by =| (13.8)
bry
der komplexen Wellenamplituden der Rauschurwellen und der Streumatrix S er-
hélt man den Zusammenhang

b=S-a+by (13.9)

zwischen den komplexen Wellenamplituden, vergleiche (9.46).

Die komplexen Wellenamplituden bg,, der Rauschurwellen sind im Allgemeinen
korreliert, da sie zumindest teilweise auf gemeinsame physikalische Rauschquellen
im Inneren des Mehrtors zuriickgehen. Man definiert die Rauschwellenkorrelati-
onsmatrix

R = 1E{lo by} (13.10)

"=5 5 Br DR g .
Die Korrelationen sind bei Rauschleistungsberechnungen zu berticksichtigen, da
man die Leistungsbeitrage der einzelnen Rauschurwellen zur Gesamtleistung im
Allgemeinen nicht einfach aufaddieren darf.

13.2.2. Analyse komplexer rauschender Netzwerke

Die Analyse komplexer rauschender Netzwerke beruht auf dem in Abschnitt 9.3
geschilderten Ansatz. An Stelle des Vektors bg der komplexen Wellenamplitu-
den der Urwellen tritt nun der Vektor by der komplexen Wellenamplituden der
Rauschurwellen mit der Rauschwellenkorrelationsmatrix R.

Einsetzen der komplexen Wellenamplituden by der Rauschurwellen in (9.67)
ergibt die komplexen Wellenamplituden der zulaufenden Wellen

a=(K-8)" b

Die zulaufenden Rauschleistungen entsprechen den Diagonalelementen der Kor-
relationsmatrix

1 o L -1 T )t
SE{a-a }—QE{(K—S) by by (K -8") } (13.11)

Z(K—S)il-ﬂ- (K—S*T)_1’

wobei (9.63) und (13.10) verwendet wurde. Analog erhdlt man aus (9.68) die
komplexen Wellenamplituden der ablaufenden Wellen

b=(E-S-K) " by
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und als Diagonalelemente der Korrelationsmatrix

1 1 - : Ty
§E{bbT} :iE{<E_§K) 1-bR-bRT<E—K'§T) 1} (13‘12)

~E-S-K)"R-(E-K-87)

die ablaufenden Rauschleistungen.

13.2.3. Thermisch rauschende Mehrtore homogener
Temperatur

Durch Einbetten eines thermisch rauschenden N-Tors homogener Temperatur in
ein verlustfreies N+1-Tor erhélt man ein thermisch rauschendes Eintor homogener
Temperatur, siche Abbildung 13.5. Geméa$ (13.7) wird das Rauschen des Eintors
allein durch die Rauschurwellen des thermisch rauschenden N-Tors homogener
Temperatur verursacht.

Tor 1
|

Ql(j\
T

_>b1

N-Tor

wn
:
W
&
!

=0 [
— @ 0 ©°

£

K

QN<_,L Tor N +1
T

_>QN

|
Tor N

Abbildung 13.5.: Einbetten eines rauschenden N-Tors in ein verlustfreies N + 1-
Tor

Die Streumatrix des verlustfreien N + 1-Tors ist gema$ (9.7) unitér:

E O _ gab §ac . gab §ac . _ gab Sac 3 Szg SZ’E
0 1) \Sa S Sap Sae S Sac S:h Sk
. Sab ' Szg + SaLc : SZCT Sab : SSE + Sac§:§c
~\ Sap - S + 84Sk Sap - Sk + SacSi)
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13.2. Rauschende Mehrtore

Aus (9.4) folgt fiir das N + 1-Tor

acC
:(E_S'Sab)_l 'S'Sacg_'_ (E_S'Sab)_l 'bR'

Mit (9.4) erhalt man die komplexe Wellenamplitude der vom resultierenden Eintor
ablaufenden Welle
d=S4c+Sq b
=S4+ 8Sq, - (E-S- §ab)71 S-S,c+8Sa - (E—-S- Sab)il - by
= (ﬁdc _'_Sdb : (E_S'Sab)_l 'S'Sac)g+§db ' (E_S'Sab)_l 'bR'

Rauschurwelle

s

Das Betragsquadrat des Reflexionsfaktors I' des resultierenden Eintors ergibt
sich unter Ausnutzen der Unitaritat der Streumatrix des verlustireien N + 1-Tors

7u
‘HZ =ILI"= (ﬁdc + S - (E-S- Sab)_l -S- Sac)
(sa+stosT (Bositos) sl

= S48 +SaSE ST (E-sT-87) sy
N—— N——

17§db'§db 7§db'§ag

+Sq - (E—8-8,,) -8 8,55
N—_——
_§ab'§¢§’g

+84, (E-8-8,) 88, 8L 8T (BE-8i - 87) s3]
E-S .§*T

=1 -S4, (E=S-8,)" - ((E-8-8,) (E-8Si -87)
+(E-8-8,) 8 8T+8-8,, - (E-S;-87)

+8(S.-Sit -E) - 87) - (BE-sif-sT) sy
~1-84,- (E-88,)" - (E-8-87) (E-81-87) " s;]
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Fiir die Leistung der Rauschurwelle des resultierenden Eintors erhalt man mit
der Rauschwellenkorrelationsmatrix (13.10) des rauschenden N-Tors

1 — * * * -1 *
§E{§db'(E_§'§ab) "-bg by - (E—Sag‘ST) 'Sdg}

=Sy, (E—-8-8,)" R (E-s;-87) " sy,

Durch Einbettung eines thermisch rauschenden N-Tors homogener Temperatur
erhédlt man ein thermisch rauschendes Eintor homogener Temperatur. Fiir die
Leistung der Rauschurwelle des resultierenden Eintors folgt dann mit (13.6)

Sa (E—~8-8,)" R-(E—-s 87) sy
)

—kTBSy, - (E—S-S,) - (E-8-87) (E—s-8") ' -sil.

_kTB (1 |

Dies muss fiir beliebige verlustfreie IV + 1-Tore gelten. Die Rauschwellenkorrelati-
onsmatrix des thermisch rauschenden N-Tors homogener Temperatur ergibt sich
folglich zu

R=#+TB(E-S-87). (13.13)

Die durch die Streumatrix S beschriebene Féahigkeit eines Mehrtors Leistung auf-
zunehmen und die durch die Rauschwellenkorrelationsmatrix R beschriebene Fa-
higkeit eines Mehrtors Rauschleistung abzugeben sind fiir thermisch rauschende
Mehrtore homogener Temperatur 7' eng miteinander verkntipft.

Die Streumatrix S eines entkoppelten Mehrtors ist eine Diagonalmatrix. Die
Rauschquellen entkoppelter thermisch rauschender Mehrtore homogener Tempe-
ratur 7' sind somit unkorreliert. Bei eigenreflexionsfreien thermisch rauschenden
Zweitoren homogener Temperatur T, das heifit bei S;; = Sy5 = 0 gemaf (9.5),
sind die Rauschquellen ebenfalls unkorreliert. Fiir verlustfreie thermisch rauschen-
de Mehrtore homogener Temperatur T gilt wie erwartet R = 0, da ihre Streuma-
trix S unitér ist, siehe (9.7).

Aufgabe 13.1 Es wird die in Abbildung 15.6 gezeigte thermisch rauschende Par-
alleladmittanz homogener Temperatur T betrachtet. Berechnen Sie den normierten
Korrelationskoeffizienten

5 E{bribio }

VaE{ e} Bl

C =

der Rauschurwellen!
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I * 'O B—
Ry : Y, T : Ry
:q|> . clp:
Tolr 1 Tolr 2

Abbildung 13.6.: Thermisch rauschende Paralleladmittanz

13.3. Rauschende Zweitore

13.3.1. Effektive Rauschtemperatur und Rauschzahl

Zweitore sind von besonderer Bedeutung beim Verarbeiten nachrichtentechnischer
Signale. Eine intensive Beschéftigung mit den Rauscheigenschaften von Zweitoren
ist somit angebracht. Hierzu wird der in Abbildung 13.7 gezeigte Signalflussgraph
eines eingangsseitig an Tor 1 mit einer rauschfreien Quelle mit dem Quellenrefle-
xionsfaktor I'q abgeschlossenen und ausgangsseitig an Tor 2 mit einer reflexions-
freien Last abgeschlossenen rauschenden Zweitors betrachtet.

Abbildung 13.7.: Modell eines an eine rauschfreie Quelle und eine reflexionsfreie
Last angeschlossenen rauschenden Zweitors

Die komplexe Wellenamplitude der ausgangsseitig von Tor 2 ablaufenden Welle
bei reflexionsfreier Last erhédlt man unter Verwenden der Vereinfachungsregeln
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aus Abbildung 9.3 und a, = 0 zu

I'aS S 1-TaS
by = bm#;’ﬁlm +bro = T (bR1£Q =+ %Q&z) ;

das heifit die Rauschquellen im Zweitor wirken wie eine Ersatzrauschquelle mit
der komplexen Wellenamplitude der Rauschurwelle

S S 1
bre = bni [ &b . SN 2Ll
Org = Orilq + Son Oro = Lqg ( R1 — S ORo 52 1

am Zweitoreingang. Die verfiigbare Eingangsrauschleistung der Ersatzrauschquel-

le an Tor 1 ist .

APpa1 = %E{mRE‘Q} ﬁa

siehe (13.1).
Ein thermisch rauschendes Eintor miisste geméf (13.6) die effektive Rauschtem-
peratur
LES T (bny — 21b L]
AP 2 Lo \br1 — 5, bre + 5, Ur2
- 2
kB kB <1 - || )

haben, um diese verfiighare Eingangsrauschleistung A Pga; zu erzeugen. Mit den
Rauschparametern

Teﬁ =

2}, (13.14)

_1

2

1 511 1 -

=—E{ (b, — ==b —b 13.1
no) {(_m S (L))

1

2

2} (13.16)

folgt fiir die effektive Rauschtemperatur

2
’EQ’ Rign +LoR + LoRy 5 + Rop

2
kB (1 ~|rq )

Die effektive Rauschtemperatur T.g ist offensichtlich eine Funktion des Quellen-
reflexionsfaktors Ly

Teff =

(13.17)
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13.3. Rauschende Zweitore

Mit dem verfliigharen Leistungsgewinn G des Zweitors ergibt sich die vom
Zweitor erzeugte verfiighbare Ausgangsrauschleistung

APra2 = GAAPrA1 (13.18)

an Tor 2, siehe (12.33). Es folgt

_ APrp2
GAkB

Ter (13.19)

fir die effektive Rauschtemperatur. Mit der Bezugstemperatur 7 definiert man
weiterhin die zusatzliche Rauschzahl

Teff

Fy = .
z T,

(13.20)

In der Realitédt ist die am Zweitoreingang angeschlossene Quelle nicht rausch-
frei. Das Rauschen des Zweitors wirkt wie eine Erhohung der Rauschtemperatur
der Quelle um die effektive Rauschtemperatur 7T.g. Falls die Rauschtemperatur
der Quelle der Bezugstemperatur 7y entspricht, ergibt sich die Systemrauschtem-
peratur

Ty = Tp + Togr. (13.21)
Man definiert die Rauschzahl
Ts Tem
T, + T, + Fy ( 3 )

Die Rauschzahl F' ist ebenso wie die effektive Rauschtemperatur T, und die zu-
sitzliche Rauschzahl F7 vom Quellenreflexionsfaktor I'g abhéngig. Man beachte,
dass die Rauschzahl F' immer beziiglich einer Bezugstemperatur Ty definiert ist.
Fiir die Rauschzahl F’ bei einer anderen Bezugstemperatur 7§ ergibt sich

T,
F' = (F — 1)?0,+1. (13.23)
0

Man kann die Rauschzahl auch als Verhéltnis der verfiigharen Ausgangsrausch-

leistung
PRA2 - GAkTSB - GA]{Z (T(] + Teff> B (1324)

an Tor 2 und der verstiarkten von der thermisch rauschenden Quelle der Bezug-
stemperatur Ty stammenden verfiigbaren Eingangsrauschleistung

Paa1 = kTyB (13.25)
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geméB (13.6) darstellen | ]:

P
o RA2

= — 13.26
GaPras ( )

Falls die Rauschtemperatur der Quelle der Bezugstemperatur 7 entspricht,
ergibt sich das Signal-Rausch-Verhéltnis am Zweitoreingang mit der verfiigharen
Nutzsignalleistung Psa zu

_ Psa _ Psa
N Poa KB

Am Zweitorausgang erhilt man mit dem verfliigharen Leistungsgewinn G5 des
Zweitors das Signal-Rausch-Verhéltnis
_ GaPsa  GaPsa  Psa
2T TPuns  GakTsB _ KIsB'

Das Verhaltnis dieser Signal-Rausch-Verhaltnisse entspricht der Rauschzahl

n_ s

= _—=F. 13.27

Y2 1o ( )
Die Rauschzahl F' ist somit ein Maf fiir die Verschlechterung des Signal-Rausch-
Verhéltnisses infolge des Rauschens des Zweitors.

Aufgabe 13.2 Es wird eine an eine Quelle mit dem Quellenreflexionsfaktor L'
angeschlossene thermisch rauschende Finwegleitung homogener Temperatur T be-
trachtet, siehe Abbildung 153.8. Berechnen Sie die Rauschzahl F' der Finwegleitung
abhdngig von Quellenreflexionsfaktor Ly, Temperatur T der Einwegleitung und
Bezugstemperatur Ty !

I I
I I
L f—0—ro —> —0
I I

I I
Tor 1 Tor 2

Abbildung 13.8.: An eine Quelle mit Quellenreflexionsfaktor ', angeschlossene
thermisch rauschende Einwegleitung
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13.3. Rauschende Zweitore

13.3.2. Thermisch rauschende Zweitore homogener
Temperatur
Es werden thermisch rauschende Zweitore mit einer der Bezugstemperatur ent-

sprechenden homogenen Temperatur T, wie zum Beispiel Dampfungsglieder be-
trachtet, sieche Abbildung 13.9.

Prai Prao
| |
| |
To O Ga, Ty O
| |
| |
Tor 1 Tor 2

Abbildung 13.9.: An eine thermisch rauschende Quelle der Bezugstemperatur 7j
angeschlossenes thermisch rauschendes Zweitor homogener Tem-
peratur T' =T

Die von der thermisch rauschenden Quelle der Temperatur Ty stammende ver-
fiigbare Eingangsrauschleistung ergibt sich mit (13.6) zu

Pra = KT B.

Vom Ausgang her gesehen entspricht das thermisch rauschende Zweitor homoge-
ner Temperatur Ty mit dem eingangsseitigen thermisch rauschenden Abschluss der
gleichen Temperatur Ty einem thermisch rauschendem Eintor homogener Tempe-
ratur Ty. Die verfigbare Ausgangsrauschleistung ist geméfl (13.6)

Prao = KTy B.
Mit (13.26) folgt die Rauschzahl
Pras 1
F=_ta2 _ 13.28
GaPra1 Ga ( )

die dem Kehrwert des verfiigbaren Leistungsgewinns G o entspricht, siehe (12.33).

13.3.3. Kaskade rauschender Zweitore

Bei einer rauschfreien Quelle am Eingang der beiden in Serie geschalteten Zweito-
re ergabe sich die verfiighare Rauschleistung am Ausgang der Kaskade als Summe
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der vom ersten Zweitor erzeugten und anschlieend vom zweiten Zweitor verstark-
ten Rauschleistung und der vom zweiten Zweitor erzeugten Rauschleistung, siehe
Abbildung 13.10. Mit (13.19) und (12.36) folgt fiir die effektive Rauschtemperatur
der Kaskade

_ GaoGa1kTem1 B + GaskTega B _ Tesro

T
ff GAkB

(13.29)

Wichtig hierbei ist, dass jeweils die bei dem fiir den Eingang sichtbaren Reflexi-
onsfaktor giiltige effektive Rauschtemperatur des Zweitors verwendet wird. Die
zusatzliche Rauschzahl der Kaskade ergibt sich gemafl (13.20) zu

T, T, F
i L —Fy4+ 2 (13.30)

B, =
2T T Gl G

und die Rauschzahl der Kaskade ergibt sich schlielich mit (13.22) zu

Fyy -1
F=1+F = =F )
+ 21+GA1 1+ N

(13.31)

Die effektive Rauschtemperatur T,g, die zusatzliche Rauschzahl Fy und die
Rauschzahl F' einer Hochfrequenzverstarkerkaskade werden typischerweise im We-
sentlichen durch die effektive Rauschtemperatur 7,41, die zuséitzliche Rauschzahl
Fy1 beziehungsweise die Rauschzahl I des ersten Hochfrequenzverstarkers in der
Kaskade bestimmt.

Aufgabe 13.3 Alternativ zur Rauschzahl F' kann man das Rauschmaf

F—-1

M = — (13.32)
1 — L
Ga

zum Beschreiben des Rauschverhaltens eines Zweitors verwenden. Berechnen Sie
das Rauschmaf einer Kaskade von Zweitoren abhdngig von den Rauschmaflen M,
und My und den verfiigbaren Leistungsgewinnen Gay und Gao der kaskadierten
Zweitore!

Der verfiigbare Leistungsgewinn G 5 der Kaskade ist gemdfs (12.36) unabhdngig
von der Reihenfolge. Dies gilt nicht fiir das Rauschverhalten der Kaskade. Wie
muss abhdngig von den Rauschmaflen My und My die Reihenfolge gewdhlt werden,
damit die Kaskade maoglichst rauscharm ist?
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/ GAszeffZB
——— — — _// .
// : kTefoB : ///
/// - g GAIGAQkTeﬁ‘lB
I_ ZLﬁ;l—]{:j—‘e_ﬂ‘2§ _I///// GAll{:Teﬁ"lB )
kT4 B | - -
I kT% | B GakTyB Ga1GaokToB
e
| | |
| | | | |
O GAl 5 GA2 5
I | Teﬁl I | Teﬁ2 |
| | |
/
/
/
/
/
//
/ GakTgB
//
/
/
_//
-
|
I kTeffB I ///
/// GAkTOB
KL,B |
| |
| | |
TO C GA C
| |
| |

Abbildung 13.10.: Kaskade rauschender Zweitore
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13.3.4. Messen der Rauschzahl mit der Y-Faktor-Methode

Ziel ist es, zundchst die vom Messobjekt erzeugte verfiigbare Ausgangsrauschleis-
tung APrao und den verfiighbaren Leistungsgewinn G'apyr zu bestimmen. Daraus

lasst sich die Rauschzahl
APras

GADUTkTOB

prinzipiell berechnen, siehe (13.19) und (13.22). Beim Durchfiithren der Messung
treten zwei Probleme auf, siche Abbildung 13.11:

F=1+

Praz
A
Steigung G apur

Proown ——————— — —

Prask
APgras

> Prai

k'Tx B k'TyB
Abbildung 13.11.: Messen der Rauschzahl

o Zum direkten Messen der vom Messobjekt erzeugten verfiigharen Ausgangs-
rauschleistung A Pras wére es erforderlich, das Messobjekt eingangsseitig
rauschfrei abzuschlieBen, was praktisch nicht moglich ist. Statt dessen fiihrt
man zwei Messungen mit eingangsseitigen Abschliissen mit unterschiedli-
chen bekannten Rauschtemperaturen durch. Man kann hierzu eine Rausch-
quelle verwenden, die durch eine Steuerspannung zwischen einem kalten
Zustand mit der Rauschtemperatur Tk und einem heiflen Zustand mit der
Rauschtemperatur Ty umgeschaltet werden kann, siche Abbildung 13.12.

Die verfiigharen Ausgangsrauschleistungen des Messobjekts sind gemaf (13.24):

Prazx =Gapurk (Tk + Ter) B,
Prazou =Gapurk (Tu + Teg) B.

3Zum frequenzselektiven Messen von Rauschleistungen verwendet man iiblicherweise einen
Spektralanalysator, siehe Anhang C.2.2.
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Abbildung 13.12.: Rauschquelle. Uber die Buchse auf der linken Seite wird die
Steuerspannung zum Umschalten zwischen kaltem und heiflem
Zustand zugefiihrt

Fir die Differenz der verfiigharen Ausgangsrauschleistungen folgt
Prasu — Praox = Gapurk (Tu — Tk) B. (13.33)

Aus dem als Y-Faktor bezeichneten Verhéltnis der gemessenen verfiigbaren
Ausgangsrauschleistungen

Praon  Tu+Tem
Y = = 13.34
Praok Tk + Teg ( )

lasst sich nun einfach die effektive Rauschtemperatur
Ty — YTk
Y —1

berechnen. Fehlanpassungen des Leistungsmessgerats haben keine Auswir-
kungen auf das gemessene Leistungsverhéltnis. Mit (13.22) folgt die Rausch-
zahl

Teff =

Tu/To —1+Y (1 — Tk /T,
po W/To = 1+ V(1= Ti/To) (13.35)
Yy -1
Speziell wenn die Rauschtemperatur Tk im kalten Zustand gleich der Be-
zugstemperatur Tj ist, gilt vereinfachend

Tu—To
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Tw —O Fpur

| . |
Tk _\3 | MisObJ ekt | Leistungsmessgerat
5 ADUT 5 Tt
| |
| |
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Abbildung 13.13.: System zum Messen der Rauschzahl Fpyr

Die als bekannt vorausgesetzten relevanten Eigenschaften der Rauschquelle
werden hier durch das als Ubertemperaturverhéltnis (Excess Noise Ratio,
ENR) bezeichnete Verhéltnis THT’OTO vollstandig spezifiziert.

Man misst zunéchst nur die Rauschzahl F' der Kaskade aus Messobjekt und
Leistungsmessgerét, siehe Abbildung 13.13.

Zur Elimination des Einflusses des Leistungsmessgerits ist eine Fehlerkor-
rektur erforderlich. Zur Kalibriermessung wird die Rauschquelle direkt mit
dem Leistungsmessgerit verbunden. Man misst die verfiigharen Ausgangs-
rauschleistungen Praopy und Praoky im heiflen beziehungsweise kalten Zu-
stand der Rauschquelle. Man erhalt das Verhaltnis

_ Praonm _ Ty + Temm
Praskm Tk + Togm

der gemessenen verfligharen Rauschleistungen und schliellich die Rausch-
zahl

Yai (13.36)

YM —1
des Leistungsmessgeréts. Wichtig hierbei ist, dass die Rauschquelle den glei-
chen Reflexionsfaktor hat wie der Ausgang des Messobjekts, da die Rausch-
zahl des Leistungsmessgeréts vom Reflexionsfaktor abhingt. Aus der Diffe-
renz der am Ausgang der Rauschquelle gemessenen verfiighbaren Rauschleis-
tungen

Fy = (13.37)

PRAZHM - PRAQKM =k (TH - TK) B

kann man mit (13.33) den verfiigbaren Leistungsgewinn des Messobjekts

P — P
Gapur = RA2H RA2K (13.38)

PRA2HM - PRA2KM

berechnen. Auch hierbei ist es wieder wichtig, dass die Rauschquelle den
gleichen Reflexionsfaktor hat wie der Ausgang des Messobjekts, da sonst
unterschiedliche Fehlanpassungen des Leistungsmessgeréits resultieren.
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SchlieBlich fithrt man basierend auf (13.31) die Korrekturrechnung durch
und erhalt die Rauschzahl

-1

Four = F —
puT GADUT

(13.39)

des Messobjekts. Diese theoretisch mogliche Fehlerkorrektur gelingt prak-
tisch nur unvollkommen. Daher ist es wichtig, Fehler von vornherein durch
Verwenden eines Leistungsmessgerats mit kleiner Rauschzahl Fy; klein zu
halten. Praktisch erreicht man dies durch den Einsatz eines rauscharmen
Vorverstarkers, siehe (13.31).

13.3.5. Rauschanpassung

Die vom Quellenreflexionsfaktor I' abhéngige effektive Rauschtemperatur Tug
eines Zweitors wurde in (13.17) berechnet. Fiir die Orte konstanter effektiver
Rauschtemperatur T.g folgt

KB (1 - Tqly) =LqlgRi1 + LRy + THRT , + Rao,
2

T — _E’fg _ kTwsB — RQ,Q ﬂl,zﬂh
Q" Rii+kTgB| Ry +kTgB ' (R + kTugB)?
Mq R},

Es handelt sich offensichtlich um einen Kreis mit Mittelpunkt
Ry,

My= ——"22 13.40
T Ry +kTeB (13.40)
und Radius
R — kT B — Ra o E12£T,2
@ Rl,l + k?TeffB (R171 + k?TeﬁrB)z
(13.41)

\//7{72T432ﬂfB2 — RookTeg B+ kTeg BRy 1 — RooRyq + }Em‘z
B R+ ElgB

in der Ebene des Quellenreflexionsfaktors I'y.

Bei der minimalen effektiven Rauschtemperatur Tigni, wird der Radius Null:
2
kT3 F=o.

effmin

B” = Ry ok Tesimin B + K Teimin BR1 1 — RopRi1 + | Ry

307



Kapitel 13. Rauschen

Da es nur positive effektive Rauschtemperaturen gibt, hat diese quadratische Glei-
chung eine einzige physikalisch sinnvolle Losung

1

2
Teffmin RYN: Ryo— Rip+ |(R22— Rl,1)2 +4R 1Ry — 4 ’ﬁm‘
> (13.42)
L (Ry,—R +\/(R +Ria)® 4Ry
=5rp \ 122 1,1 2,2 1,1 Ly 5| |-

Der zur minimalen effektiven Rauschtemperatur T, gehorende Kreismittel-
punkt entspricht dem optimalen Quellenreflexionsfaktor

2R}

(13.43)
Ry + Riy + \/(32,2 + Rl,1)2 -4 }EIQ

£Qopt = - ‘2 .

Unter Verwenden der minimalen effektiven Rauschtemperatur Ti.gmi,, des op-
timalen Quellenreflexionsfaktors ', und der sich bei reflexionsfreier Quelle
Ly =0 aus (13.17) ergebenden effektiven Rauschtemperatur

Rao
Toio = —= 13.44
o= "2 (13.44)
kann man die Rauschparameter
R2,2 - ]{ZTefoB, (1345)
2 2 2
(Rop+ Ry1)” — ((RQ,Q +Riy)" —4 ‘Em‘ )
R, =
= AR5,
2
Ryo+ Riy — \/(RM + Rl,l)2 —4 13172’ (13.46)

4B1,

2
R2,2+R1,1+\/(R2,2+R1,1)2*4|El72|
_kTeﬂ"min - TeffOB

£Qopt
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13.3. Rauschende Zweitore

und

‘ 2

Roo+ Ry + \/(32,2 + Rl,1)2 —4 ’ELQ

Rip = 5
2
Ryo— Ry1 + \/(RQ,Q + R171)2 —4 ‘3172‘
_ ? (13.47)
R Te - Te min :
= _*172 - kTeffminB = kHB — ]{ZTeffminB
£Qopt ‘EQopt
2
TeﬁO - Teffmin (‘EQopt} + 1)
:]{j 5 B
Loon
aus obigen Gleichungen eliminieren. Aus (13.40) folgt der Mittelpunkt
Eig Teffmi‘n* eff0
MQ = — kB — — LQOPt
o % _'_ Teﬁ TeFfO*Teffmin<|£QOpt|2+1) + T
ICqope]” o (13.48)

(TeffO - Teffmin) £Qopt
TeffO - Teffmin + (Teﬁ - Teffmin)

2
£Qopt ‘

und aus (13.41) folgt der Radius

2
R R R R
\/Teff (Teff - kQBQ) + (Teff - k%Q) klél + |k21§2‘
RQ = Ri1 T
p T Lt

2
Tofio—Teffmin <|£Qopt | +1)

2
Teff (Teﬂ" - TeffO) + (Teff - TeffO) + (Teftmin—Tetto)

|£Q0m |2 |£Q0pt | ’

Laope| " +1) +Tos|Cqupe|

Tetto—Teffmin (

|£Qopt | ’

2
(Teff - Teﬁmin) (Teffo - Teﬁmin + (Teﬁ - TeﬁO) ‘EQopt‘ )

‘ 2

= |Caun|

TeﬁO — Teﬁmin + (Teff - Teﬁmin) £Qopt

(13.49)
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Die effektive Rauschtemperatur berechnet man mit (13.17) zu

Ry, « BY o Ra 2

R

’EQ kB+FQ +FQ]€B+W
Teff =
1= [rg|
2

Te _Te min I 1

‘F ‘2 o i (|—(2Qopt‘ + ) _'_ F Teffmin—Tofro _'_ F* Teffmin—Tofro + Tffo
- _Q |£Qopt| FQOPt LQOPt ¢
- [gf

(13.50)
‘EQ‘Q B (EQEaOPt + £aEQom) + ‘EQopt‘2

‘EQopt‘Q (1 - ‘EQ‘Q)

‘ 2

=1 effmin T (Teffo - Teﬁmin)

Lq — Loopn
2 2\ °
Laon|” (1-[2q[")

Abbildung 13.14 zeigt einige exemplarische Kreise konstanter effektiver Rauschtem-
peratur Tog. Die Mittelpunkte M, aller Kreise liegen auf einer Geraden durch den
optimalen Quellenreflexionsfaktor I, und den Ursprung, da die Argumente al-
ler Mittelpunkte gleich sind:

arg(MQ) = arg(EQopt) .

Fiir sehr grofle effektive Rauschtemperaturen T, konvergieren die Kreise ge-
gen den Einheitskreis. Beim Entwurf eines Hochfrequenzverstarkers gilt es einen
von der Anwendung abhéngigen giinstigen Kompromiss zwischen Leistungsanpas-
sung und Rauschanpassung, das heiffit zwischen Leistungsgewinn und effektiver
Rauschtemperatur 7. des Hochfrequenzverstarkers zu finden.

Wenn man alternativ von der minimalen Rauschzahl

=1 effmin T (Teffo - Teﬁmin)

Teffmin
Fon=1+—— 13.51
4 (1351)
und der Rauschzahl T
Fy=1+-200 (13.52)
Ty

bei Abschluss mit einer reflexionsfreien Quelle ausgeht, erhédlt man fiir den Kreis
konstanter Rauschzahl F' den Mittelpunkt

(FO - len) EQopt

MQ:
FO_Fmin+(F_Fmin)

’2 (13.53)

£Qopt
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10
8
- 6
&~
i
5 4 |
& g
g
g
2 7
g%
7
1

~
—————————

(o) Re(L)
Abbildung 13.14.: Effektive Rauschtemperatur T,g als Funktion des Quellenrefle-
xionsfaktors ['q mit Lo = 0,5 — j0,5, Tegmin = 0,575 und
Tero = 2Tp.

und den Radius

2
\/(F_len) <FO_Fmin+(F_FO)‘£QOpt’>

Rq = ]EQOPt] : , (13.54)
FO - Fmin =+ (F - Fmin) EQopt‘
siehe (13.22). Fiur die Rauschzahl folgt
L - £Q0pt’2
F = Fyin + (Fo — Finin) (13.55)

2 2\ °
Loun|” (1-[2q[")

Aufgabe 13.4 FEs werden thermisch rauschende Zweitore homogener Temperatur
T betrachtet. Vereinfachend entspreche die Temperatur T der Bezugstemperatur
Ty. Berechnen Sie die bei Rauschanpassung erzielbare minimale Rauschzahl F,
als Funktion der Streuparameter und des Stabilititsfaktors K!
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13.3.6. Messen der Rauschparameter

Zum vollstandigen Charakterisieren des Rauschverhaltens eines Zweitors ist es
nicht ausreichend, nur die effektive Rauschtemperatur T, an einer einzigen Quel-
le mit Quellenreflexionsfaktor I'q zu kennen. Man muss vielmehr die Rauschpara-
meter Ry 1, Ry 2 und Ry oder alternativ die minimale effektive Rauschtemperatur
Tefimin, den optimalen Quellenreflexionsfaktor I',,, und die effektive Rauschtem-
peratur T.go bei Abschluss mit einer reflexionsfreien Quelle kennen, zu deren
messtechnischem Bestimmen Rauschzahlmessungen bei verschiedenen Quellenre-
flexionsfaktoren erforderlich sind. Intuitiv wiirde man

« zunéchst experimentell den optimalen Quellenreflexionsfaktor I, bestim-
men,

o dann die minimale effektive Rauschtemperatur T.g,;, an einer Quelle mit
dem optimalen Quellenreflexionsfaktor I'q,,; messen und

o schliefflich die effektive Rauschtemperatur T.go bei Abschluss mit einer re-
flexionsfreien Quelle L'y = 0 messen.

Eleganter ist es von (13.17) auszugehen | |. Man erhélt eine in den vier
reellen Rauschparametern Ry 1, Re( R, 5), Im (ELQ) und Ry 9 lineare Gleichung

KT B (1 - \QQ\Q) — [Lq|* Rus +2Re(Lq) Re(Ry) —2Im(Lq) Im(Ry 5) + Roo.

Durch Messen der Rauschtemperaturen Togi, Tege, Tegs und Tegs an vier ver-
schiedenen Quellenreflexionsfaktoren L'y, ['qe, L'gs und L'gy gewinnt man vier
Gleichungen fiir diese vier Unbekannten

2

kKlem1 B (1 — Ly

KTuraB (1 — Lo

2
FTursB (1 |Los

2

kTefMB 1- £Q4

(13.56)
Lol 2Re(lq)) —2Im(Lq) 1 Ry
| [Leo| 2Re(fqn) —2Im(Lg) 1| |Re(Ri,
| [Cas| 2Re(Lgs) —2Im(Dge) 1| [Im(Bi2) |
Lo/ 2Re(Lqs) —2Im(Lq) 1 fa2
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13.3. Rauschende Zweitore

aus denen sich die Rauschparameter R;;, R;2 und Ry leicht berechnen lassen.
Falls mehr als die minimal erforderliche Anzahl an Messungen durchgefithrt wird,
kann man die zusétzlichen Messwerte im Rahmen einer Ausgleichsrechnung zur
Messfehlerreduktion nutzen. Mit (13.42), (13.43) und (13.44) kann man dann
auch die Rauschparameter minimale effektive Rauschtemperatur T g, optimaler
Quellenreflexionsfaktor ', und effektive Rauschtemperatur Tigo bei Abschluss
mit einer reflexionsfreien Quelle berechnen.
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Anhang A.

Filterentwurf

A.1. Verwenden von Filterprototypen

Im Folgenden werden verlustfreie aus konzentrierten Bauelementen, das heifit aus
Kapazitdten und Induktivitidten aufgebaute Filter betrachtet. Gemafl den Aus-
fithrungen in Abschnitt 8.1 kann man aus als Filterprototypen bezeichneten nor-
mierten Filtern durch Entnormieren Filter fiir beliebige Frequenzbereiche und
Bezugswidersténde Rp berechnen. Weiterhin kann man aus einem einmal ent-
worfenen Filter durch Schaltungstransformationen weitere Filter gewinnen, sieche
Abschnitt A.3. Insbesondere kann man durch Transformation von Tiefpassproto-
typen Hochpassprototypen, Bandpassprototypen und Bandsperreprototypen ge-
winnen. Tiefpassprototypen bilden daher die Basis des Filterentwurfs. In der Pra-
xis verwendet man Kataloge vorab berechneter Tiefpassprototypen | ]. Die
Synthese derartiger Tiefpassprototypen ist ein eigenes, hier nicht weiter vertieftes
Fachgebiet | ; ; ].

A.2. Tiefpassprototypen

Der Betrag der Ubertragungsfunktion S, ; (@) eines idealen normierten Tiefpasses
ware bei niedrigen normierten Kreisfrequenzen @ im Durchlassbereich eins und
bei hohen normierten Kreisfrequenzen @ im Sperrbereich Null mit einem abrupten
Ubergang von Durchlassbereich zu Sperrbereich bei der normierten Kreisfrequenz
@ = 1. Derartige ideale normierte Tiefpésse sind jedoch nicht realisierbar.

In der Realitiat begniigt man sich mit einer fiir den jeweiligen Anwendungs-
fall hinreichend genauen Approximation des idealen normierten Tiefpasses. Hier-
bei gilt es einen Kompromiss zwischen der Approximationsgiite und dem Schal-
tungsaufwand zu finden. Ublicherweise beschreibt man die Anforderungen an den
normierten Tiefpass durch ein Toleranzschema und sucht dann einen Tiefpass-
prototypen kleinstmoglichen Aufwands, der diesen Anforderungen geniigt, sieche
Abbildung A.1.

Im Durchlassbereich bis zu der normierten Durchlassgrenze @wp = 1 ist die
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~2010g(|Sz,1 (@)

) /dB

=
=
et
as — )
=)
2 S
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= D
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CI)D:1 ws

Abbildung A.1.: Toleranzschema eines Tiefpasses

Dampfung kleiner als die maximal zulédssige Durchlassdampfung ap. Im Sperr-
bereich ab der normierten Sperrgrenze ws ist die Démpfung grofler als mindes-
tens erforderliche Sperrdampfung ag. Es entsteht ein Toleranzschlauch, in dem
der Dampfungsverlauf des Filterprototypen liegen muss. Im Sinne eines niedrigen
Schaltungsaufwands gilt es diese zulassigen Toleranzen auszunutzen.

Abbildung A.2 zeigt eine typische Schaltung eines Tiefpassprototypen dritter
Ordnung. Die Schaltung besteht aus einer abwechselnden Parallelschaltung einer
Kapazitdt und Serienschaltung einer Induktivitat. Derartige Schaltungen bezeich-
net man als Abzweigschaltungen.

Bp=1 =0 C;==  Rp=1 O—— =~ —0°

T Oo—— 00— O0—e—Ca

Abbildung A.2.: Schaltung eines Tiefpassprototypen und Symbol eines Tiefpasses

Abbildung A.3 zeigt die vier moglichen Topologien von Abzweigschaltungen aus
konzentrierten verlustfreien Bauelementen fiir Tiefpassprototypen. Die Ordnung
N bezeichnet die Anzahl der Elemente, wobei Parallelschaltungen oder Serien-
schaltungen mehrerer konzentrierter Bauelemente als ein Element gezahlt wiirden.
Die normierte Eingangsimpedanz Z,(&%) bei reflexionsfreiem Abschluss mit dem
normierten Bezugswiderstand Rg = 1 ergibt sich aus der Schaltung zunéchst als
Kettenbruch. Durch Erweitern kann man diesen Kettenbruch in eine gebrochen
rationale Funktion der normierten Kreisfrequenz @ umformen.
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(c) Gerade Ordnung N. Die normierte Eingangsim-
pedanz Z,(®) ist eine gebrochen rationale
Funktion der normierten Kreisfrequenz @ mit

Zahlergrad N — 1 und Nennergrad N

Abbildung A.3.:

61¢

+— I
Nt e
(b) Ungerade Ordnung N. Die normierte Eingangsim-
pedanz Z, (@) ist eine gebrochen rationale Funkti-
on der normierten Kreisfrequenz @ mit Zahlergrad
N — 1 und Nennergrad N

L Ls

(d) Ungerade Ordnung N. Die normierte Eingangsimpe-
danz Z,(®) ist eine gebrochen rationale Funktion der
normierten Kreisfrequenz @ mit Zéahlergrad N und
Nennergrad N — 1

Abzweigschaltungen
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Der Reflexionsfaktor an Tor 1 bei Abschluss mit dem normierten Bezugswider-
stand R = 1 an Tor 2 ergibt sich gemafl (7.24) zu

Zy(@) ~ 1

S11(@) = =——— Al
51(@) = 22— (A1)
siehe (9.4). Aus der Verlustfreiheit folgt mit (9.7)
2 2
821 (@) =1—]81:(@)] - (A2)

Die skizzierten Schritte der Analyse sind leider zwecks Synthese einer Ab-
zweigschaltung bei gegebenem Dampfungsverlauf —2010g(}§2,1(&))D nicht ein-
deutig umkehrbar. Auch ist nicht jeder beliebige gegebene Dampfungsverlauf
—20 log(lﬁm(&))’) realisierbar.

A.3. Schaltungstransformationen

A.3.1. Tiefpass-Hochpass-Transformation

Aus einem Tiefpassprototypen kann man durch Transformation der normierten

Kreisfrequenz geméfl
1

H=—=

w/
einen Hochpassprototypen gewinnen. Die Impedanzwerte und Admittanzwerte
an sich bleiben durch die Transformation unverédndert, nur treten sie bei anderen
normierten Kreisfrequenzen &' auf, siche Tabelle A.1. Abbildung A.4 zeigt das
entsprechende Toleranzschema eines Hochpasses.

Tabelle A.1.: Tiefpass-Hochpass-Transformation

Hochpass | Tiefpass
@' w
—00 0 | Durchlassbereich
—1 +1
0 +00 | Sperrbereich
+1 —1
400 0 | Durchlassbereich

Fir die Transformation eines frequenzunabhédngigen normierten Wirkwider-
stands gilt ) )
R =R. (A.3)
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~2010g(| Sz, (@)[) /dB
=
S
o
as &)
= 2
2 <
= =
g, A
an — N ~
N I (.U/

Abbildung A.4.: Toleranzschema eines Hochpasses

Aus der normierten Impedanz
Z(@) = joL
einer normierten Induktivitat L wird durch die Transformation

. iL 1
ZI(J/) — _J_ _ ’

(A4)

transformiert.
Aus der normierten Admittanz

Y (@) =joC

einer normierten Kapazitit C' wird durch die Transformation

siche (8.7) und (8.9). Die normierte Kapazitit C' wird in die normierte Indukti-
vitat

(A.5)
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transformiert.

Durch Transformation der in Abbildung A.2 gezeigten Schaltung eines Tiefpass-
prototypen dritter Ordnung gewinnt man die in Abbildung A.5 gezeigte Schaltung
eines Hochpassprototypen dritter Ordnung.

Abbildung A.5.: Schaltung eines Hochpassprototypen und Symbol eines Hochpas-
ses

A.3.2. Tiefpass-Bandpass-Transformation

Aus einem Tiefpassprototypen kann man durch Transformation der normierten
Kreisfrequenz geméf3

A
w = =
~7 1
wD_tD—/
D
mit
op > 1

einen Bandpassprototypen gewinnen, sieche Tabelle A.2. Die untere normierte
Durchlassgrenze entspricht 1/@f, und die obere normierte Durchlassgrenze ent-
spricht @&f,. Abbildung A.6 zeigt das entsprechende Toleranzschema eines Band-
passes.

Fir die Transformation eines frequenzunabhédngigen normierten Wirkwider-
stands gilt wieder

R =R. (A.6)
Aus der normierten Impedanz
Z(@) =jel
einer normierten Induktivitit L wird durch die Transformation
o o =L - L 1
Z(w,):J~/ 1L:J ,~/ 1 + ~ ! 1>
CL)D — a}—, CL)D — (Z)_/ CL)D — a}—,
D D ! D
—_— W =
L/ L
—
C/
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Tabelle A.2.: Tiefpass-Bandpass-Transformation

Bandpass | Tiefpass
@' w
—00 —oo | Sperrbereich
—ap —1
—1 0 | Durchlassbereich
—ar +1
D
0 400 | Sperrbereich
+z- ~1
D
+1 0 | Durchlassbereich
+h +1
—+00 +00 | Sperrbereich
~2010g(| 82,1 (@)[) /dB
=
o
as 8
(<)
= z g
g\l = E
5 = 5
=\ A 2
(Zn — N | | N ~ 1
=1 a&p
“p

Abbildung A.6.: Toleranzschema eines Bandpasses

siche (8.7) und (8.9). Die normierte Induktivitit L wird in eine Serienschaltung
aus einer normierten Induktivitat

~ L
U=—F—% (A7)
und einer normierten Kapazitat
~ 1
' = D (A.8)
L
transformiert.
Aus der normierten Admittanz
Y (@) =joC
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einer normierten Kapazitat C' wird durch die Transformation

~/ 1 ~
~1 W= C 1
Y (&) =j=—5C=j0" = +—
L L 10
W'
é/ C
f/

siche (8.7) und (8.9). Die normierte Kapazitat C' wird in eine Parallelschaltung
aus einer normierten Kapazitit

O = (A.9)

g (A10)

transformiert.

Durch Transformation der in Abbildung A.2 gezeigten Schaltung eines Tiefpass-
prototypen dritter Ordnung gewinnt man die in Abbildung A.7 gezeigte Schaltung
eines Bandpassprototypen dritter Ordnung.

o—— I~ I—o0

Abbildung A.7.: Schaltung eines Bandpassprototypen und Symbol eines Band-
passes

A.3.3. Tiefpass-Bandsperre-Transformation

Aus einem Tiefpassprototypen kann man durch Transformation der normierten
Kreisfrequenz gemafl

E\I|H UQ|H
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mit
op > 1
einen Bandsperreprototypen gewinnen, siehe Tabelle A.3. Die untere normierte
Durchlassgrenze entspricht wi, und die obere normierte Durchlassgrenze entspricht
D

@p. Abbildung A.8 zeigt das entsprechende Toleranzschema einer Bandsperre.

Tabelle A.3.: Tiefpass-Bandsperre-Transformation

Bandsperre | Tiefpass
W’ w
—00 0 | Durchlassbereich
—p +1
-1 400 | Sperrbereich
1 -1
@
0 0 | Durchlassbereich
+zr +1
D
+1 400 | Sperrbereich
+&p -1
+00 0 | Durchlassbereich
~2010g(| Sz, (@)[) /dB
< <
) .2
ag — ot et
2 |[= 2
w0 o= »n
z || & z
— q_) —
< |l|2 S
= =l =
A& A
n B — > W
11 g
“p

Abbildung A.8.: Toleranzschema einer Bandsperre

Fir die Transformation eines frequenzunabhéngigen normierten Wirkwider-
stands gilt wieder . .
R =R. (A.11)
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Aus der normierten Admittanz

~ 1
Y(@) = —
jwL

einer normierten Induktivitit L wird durch die Transformation

L
Y(@) = ———

. 1
- =W ~+ B
j(@]g — i) L (@]3 — WL) L <w

siche (8.7) und (8.9). Die normierte Induktivitiat L wird in eine Parallelschaltung
aus einer normierten Kapazitat

Wp — @)

transformiert.

(A.13)

Aus der normierten Impedanz

~ 1
Z(@) = —=
jwC
einer normierten Kapazitat C' wird durch die Transformation
. o — L 1 1
ZI((Z/) = - “ - J(’DI ~ + 1 )
j(% i)C <%—i>0 j@’(dz]’)—@>@
—_————
i’

siche (8.7) und (8.9). Die normierte Kapazitit C' wird in eine Serienschaltung aus
einer normierten Induktivitat

-t (A.14)
(a);) - i) %
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und einer normierten Kapazitit
1 ~1 1 ~

transformiert.

Durch Transformation der in Abbildung A .2 gezeigten Schaltung eines Tiefpass-
prototypen dritter Ordnung gewinnt man die in Abbildung A.9 gezeigte Schaltung
eines Bandsperreprototypen dritter Ordnung.

&t
T
1l

o— 3 —o0

Abbildung A.9.: Schaltung eines Bandsperreprototypen und Symbol einer Band-
sperre
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Anhang B.

Nichtlineare Systeme

B.1. Potenzreihenansatz

Schwerpunkt des vorliegenden Buchs ist die Theorie der linearen Systeme. Reale
Systeme wie beispielsweise Verstarker sind aber typischerweise zumindest leicht
nichtlinear. Im Ausgangssignal nichtlinearer Systeme konnen Signalanteile bei
Kreisfrequenzen auftreten, die im Eingangssignal nicht vorhanden waren. Derar-
tige nichtlineare Effekte sind haufig stérend und ihre Minimierung motiviert viele
der teilweise komplexen Architekturen hochfrequenztechnischer Systeme. Ande-
rerseits konnen nichtlineare Systeme gewinnbringend zur Signaldetektion und zum
Umsetzen von Signalen in andere Frequenzbereiche genutzt werden. Im Folgenden
sollen die Grundziige der Theorie nichtlinearer Systeme vorgestellt werden. Die
Notation weicht zwangslaufig von der zum Beschreiben linearer Systeme verwen-
deten Notation ab.

Im Folgenden sollen nur statische nichtlineare Systeme mit einem einzigen Ein-
gang und einem einzigen Ausgang betrachtet werden. Statische nichtlineare Syste-
me haben kein Gedéchtnis, so dass das Ausgangssignal y(t) zu einem bestimmten
Zeitpunkt t eine nichtlineare Funktion des Eingangssignals z(¢) zum selben Zeit-
punkt ¢ ist:

y(t) = f((t). (B.1)
Diese Kennlinie kann graphisch dargestellt werden, siehe Abbildung B.1.

Fir die Analyse statischer nichtlinearer Systeme entwickelt man die Kennlinie
in eine Taylor-Reihe und erhalt so die Potenzreihe

y(t) = i)cnx"(t) ) (B.2)

Wenn man den Nullpunkt z(¢) = 0 als Entwicklungspunkt verwendet, ergeben
sich die Koeffizienten zu

firn=0
(B.3)

firn>1"
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Anhang B. Nichtlineare Systeme

Abbildung B.1.: Beispiel einer nichtlinearen Kennlinie

B.2. Eintonanregung

B.2.1. Analyse der Eintonanregung

Zunichst werde der Fall sinusformiger Anregung der Kreisfrequenz wy und der
Eingangsamplitude X betrachtet. Die Nullphase ist keine physikalische Eigen-
schaft, sondern ergibt sich im Rahmen der Modellbildung durch Wahl des Null-
punktes der Zeitmessung. Es geniigt daher, nur eine einzige willkiirliche Nullphase
zu betrachten. Fiir das Eingangssignal gelte!

1 ,. .
x(t) = X cos(wot) = X5 G (B.4)

Die Grundwelle der Kreisfrequenz wy wird auch als erste Harmonische bezeichnet.
Fiir die zweite Potenz folgt!

1, . 2 1,. . 1 1
2 o 2= wot —jwot . 2= 2wot —j2wot | __ 2~ 2=
:L’(t)_X4(e]°+e 0) —X4(eJ 42+ 0)_X2+X2cos(2wot).

Neben einem Gleichanteil entsteht eine erste Oberwelle der Kreisfrequenz 2wy, die
auch als zweite Harmonische bezeichnet wird.

'Es wird die Eulersche Formel e/® = cos(a) + jsin(a) verwendet.
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B.2. FEintonanregung

Allgemein gilt fiir die n-te Potenz*

1 /. . n 1 X ) )
:L‘n(t) :Xn% (ejwot+e—ont) — Xn% Z <,:'l> ejmwot e—J(n—m)th

m=0 ei(@m—n)wqt

1 & (n\1l,. .
_Yn_—_ § - m—n)w —j(2m—n)w
_X 2m m=0 (m) 2 (eJ(Q ot Te e Ot)

1

m=0

(Z) cos((2m — n) wot) -

Die hochste entstehende Oberwelle ist die (n — 1)-te Oberwelle, die auch als n-te
Harmonische bezeichnet wird.
Einsetzen der Potenzen in die Potenzreihe (B.2) ergibt das Ausgangssignal

y(t) = ni;o ch"Qin mi:o (;) cos((2m — n) wot)

L X 1 [(2m —1
- Z Z CQm—lXQm_l22ml< m

l=—0c0 m=0

> 1 [2m
2m
+ E Com X Jom ( )

m=0 m

) cos(lwot)

m

X 1 2m — |
2m—I1
+ Com_1X S ( ) cos(lwot)

=1 m=l

00 o a1 [2m+l
= Z Z C2m+lX2 +1 STTEY < ) COS(—ZWOt)

=1 7:0:0 o m (B.5)
m
+ Com X 2™ ——
mzzjo ’ 22m ( m )
SR m 1 [2m+1
+ Z Z C2m+lX2 +l ST ( m ) COS(lwot)
=1 m=0
> 1 /(2
= Z szX2m2_< m)
o 22m \ 'm
Gleichanteil
o0 co 1 (2m+1
+ Z Z CQm-HXQ +l SEmTT ( - ) COS(ZWOt) .
=1 m=0
I-te Harmonische
2Fiir den Binomialkoeffizienten gilt (TZ) = m!(gim)! = (nfm)

3Es wird die Eulersche Formel e'® = cos(a) + jsin(a) verwendet.
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B.2.2. Kompressionspunkt
Mit der aus (B.5) abgelesenen Amplitude

i 1 2m+1
2m+1
mzzo Com it 22—m< m )‘

Y, =

der Grundwelle ergibt sich der Amplitudengewinn zu

> 1 2m+1
Z 02m+1X2m22—m < ) | : (B.6)

m=0 m

Y;
X

Der Amplitudengewinn ist im Allgemeinen von der Eingangsamplitude X abhéan-
gig, das heifit aussteuerungsabhéngig. Nur bei linearen Systemen wére der Am-
plitudengewinn von der Eingangsamplitude X unabhéngig. Bei realen Systemen
ergibt sich bei hinreichend grofien Eingangsamplituden X aufgrund von Begren-
zungseffekten eine Reduktion des Amplitudengewinns. Abbildung B.2 zeigt einen
typischen Verlauf des von der Eingangsamplitude X abhéngigen Amplitudenge-
winns.

201og(%) /dB

1dB

20log(X)
20 log(XKp)

Abbildung B.2.: Amplitudengewinn als Funktion der Eingangsamplitude X an
einem Beispiel

Bei kleinen Eingangsamplituden X ist der Amplitudengewinn |c;|. Beim 1dB-
Kompressionspunkt ist der Amplitudengewinn um —1 dB=0,891 abgefallen. Die
Eingangsamplitude, bei der diese Amplitudengewinnreduktion eintritt, bezeichnet
man als Eingangskompressionspunkt Xkp. Die zugehorige Ausgangsamplitude

YKP = 0,891 |Cl| XKP (B?)
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B.2. FEintonanregung

bezeichnet man als Ausgangskompressionspunkt.
Fiir statische nichtlineare Systeme dritter Ordnung, das heifit fir

 firn <
e, = =S (5.5)
0 furn>4
ergibt sich der Amplitudengewinn zu
Y, 3
yl =|c] + chXQ . (Bg)

c3 hat normalerweise entgegengesetztes Vorzeichen wie c¢1, so dass der Amplitu-
dengewinn bei steigenden Eingangsamplituden X zunéchst abnimmt.* Fiir den
Eingangskompressionspunkt erhalt man:

3
0,891¢; =c¢; + chxﬁp,

4(0,391 — 1
Xp :\/ O8N =Vew [ 1455 (B.10)

303 C3

B.2.3. Harmonischenabstand

Bei kleinen Eingangsamplituden X sind die hoheren Potenzen von X vernachlés-
sighar und das Ausgangssignal (B.5) kann durch die Kleinsignalndherung

y(t) =~ co + %XQWLZ i:X" cos(nwot) (B.11)
— 2 =
Gleichanteil n-te Harmonische

approximiert werden.
Im Gultigkeitsbereich der Kleinsignalndherung ist die Amplitude

Cn n
Y, = %X (B.12)
der n-ten Harmonischen proportional zur n-ten Potenz der Eingangsamplitude
X. Bei kleinen Eingangsamplituden X haben die Oberwellen relativ kleine Am-
plituden Y,,, n > 2. Die Amplituden Y,,, n > 2, der Oberwellen nehmen jedoch bei
steigender Eingangsamplitude X starker zu als die Amplitude Y; der Grundwel-
le und wiirden bei hinreichend grofien Eingangsamplituden X, wenn die Klein-
signalndherung bei derartig groflen Eingangsamplituden X noch gelten wiirde,
sogar grofer als die Amplitude Y; der Grundwelle werden.

4Bei sehr groBen Eingangsamplituden X wiirde der Amplitudengewinn gemif (B.9) wieder
zunehmen. Man verldsst hier jedoch den Giiltigkeitsbereich des Modells.
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Anhang B. Nichtlineare Systeme

Der n-te Harmonischenabstand wird als das Verhéltnis der Amplitude Y7 der
Grundwelle zur Amplitude Y,, der n-ten Harmonischen definiert:

Y
H,=—. B.13
> (B.13)
Im Giiltigkeitsbereich der Kleinsignalndherung ist der n-te Harmonischenabstand
X 2n71
H, = ||f1| g e ety (B.14)
S X7 el X

Der erste Harmonischenabstand H; ist definitionsgeméaf eins, das heifit 0 dB. Die
Harmonischenabsténde H,, nehmen mit steigender Eingangsamplitude X ab, siche
Abbildung B.3. In doppellogarithmischer Darstellung ist der Graph des n-ten
Harmonischenabstands H,, eine Gerade mit der Steigung —(n — 1).

20log(H,,) /dB
—e— H, Steigung —1
—m— Hj3, Steigung —2
0 | i 20 log(X)
20 log(X1pu 3) 20 log(X1pu,2)

Abbildung B.3.: Harmonischenabstdnde H,, als Funktionen der Eingangsamplitu-
de X an einem Beispiel

Am Interceptpunkt der Harmonischen wird der unter Verwenden der Klein-
signalndherung berechnete Harmonischenabstand H,, eins, das heifit 0dB. Der
eingangsseitige Interceptpunkt der n-ten Harmonischen ergibt sich zu

XIPH,n =2 2 . <B15)
V Icn

Aus dem n-ten Harmonischenabstand H,, bei einer Eingangsamplitude X kann
man den eingangsseitigen Interceptpunkt der n-ten Harmonischen geméaf

X = "\ Ho X (B.16)
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berechnen. Der ausgangsseitige Interceptpunkt der n-ten Harmonischen ergibt
sich zu
C1

Yienn = |a1]| Xienn = " Ho Y1 = 2|c1] "7

(B.17)

n

Die bei Eintonanregung eines statischen nichtlinearen Systems auftretenden
Effekte werden in der Hochfrequenztechnik unter anderem in Signaldetektoren
und Frequenzvervielfachern genutzt. Unerwiinschte auftretende Oberwellen kon-
nen in der Regel einfach durch Filter unterdriickt werden, da die Bandbreiten der
Nutzsignale typischerweise wesentlich kleiner als eine Oktave sind.

B.3. Zweitonanregung

B.3.1. Analyse der Zweitonanregung

Im Allgemeinen wird das Eingangssignal Signalanteile bei vielen verschiedenen
Kreisfrequenzen enthalten. Zum Studium der grundséatzlichen Effekte wird der
einfachste Fall, dass das Eingangssignal aus der Uberlagerung zweier sinusférmi-
ger Signale gleicher Amplitude X aber unterschiedlicher Kreisfrequenzen besteht,
studiert. Die Nullphasen sind auch hier keine physikalische Eigenschaft, sondern
ergeben sich im Rahmen der Modellbildung durch Wahl des Nullpunktes der
Zeitmessung. Mit den Kreisfrequenzen w; und wy der beiden Anteile gelte fiir das
Eingangssignal:®

w(t) = X (cos(wrt) + cos(wat)) = X % (1! et it peint) - (B1S)
Fiir die zweite Potenz folgt®
22 (t) :Xzi (ejwlt 4 elwat o giwat 4 e’j‘”“t)2
—x2! (4+ &2t g eflrtent g eflormenlt . gfeat
+ j_jzwlt 2 e dWitw)l 49 gmiwimwa)t 4 o=i2wat )
=X%+ Xzé cos(2wit) + X2 cos((wy + wy) t)
+ X? cos((wy — ws) t) + XQ% cos(2wat) .

Es entstehen Intermodulationsprodukte zweiter Ordnung.

5Es wird die Eulersche Formel '® = cos(a) + jsin(a) verwendet.

335
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Allgemein gilt fiir die n-te Potenz®

1 . . . . n
.Tn(t) —_Xn__ (e]uut +eJWQt _i_efngt _'_e*let)

2n
:X"i Z < n ) elmiwit Gjmawst (—jmawat —jmawit
n
2 mi+ma+m3+ms=n My, Mg, M3, M4

Es entstehen Intermodulationsprodukte n-ter Ordnung.
Einsetzen der Potenzen in die Potenzreihe (B.2) ergibt unter Verwenden der
Kleinsignalnidherung die Approximation’

y(t) ~cy + 02X2 + Z Can— Z <n> (e]mwlt e](nfm)mt
n=1 2n m=0 m
+ ejmwlt e*j(nfm)wzt + e*jmmt ej(nfm)wzt + e*jmmt e*J(n*m)th )

=co+ X+ >

=1 m=0 (Z) X" ((cos((mewr + (n—m)w) 1)

+ cos((mwy; — (n —m)ws) t) )

(B.19)

Cn
2n—1

des Ausgangssignals. Die Intermodulationsprodukte haben im Giltigkeitsbereich
der Kleinsignalndherung die Amplituden

Kmn:‘94<”>X“. (B.20)

2n=1\m

B.3.2. Intermodulationsabstand

Der Intermodulationsabstand wird als Verhéltnis der Amplitude Y; der Grund-
welle zur Amplitude Y, ,,, des Intermodulationsproduktes definiert:
Y

Ly = ——. B.21
=y (B.21)

Im Giiltigkeitsbereich der Kleinsignalnaherung ist der Intermodulationsabstand

c1| X c c VA
Lo dalX o al el 27 (B.22)
' len| (n)Xn len | (n)Xn—l Ch, (")Xn—l
2n=1 \m 2n=1\m m
’ K
SDer Multinomialkoeffizient ist als (mlﬁmk) = oo definiert, wobei >° my = n gilt.
k=1

"Es wird die Eulersche Formel /® = cos(a) + jsin(a) verwendet.
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Es besteht der Zusammenhang

H, = (Z) Lim (B.23)

zwischen den Harmonischenabsténden H, geméf (B.14) und den Intermodulati-
onsabsténden I,, ,,, sieche Abbildung B.4.

20log(I,,,m) /dB

—o—Irg=1I5=Hy
—6—12’1

f +I370 :I3,3 :H3

Is1 =1
54dB Bt
,02dB
20log(X)
4,77dB 6,02dB

Abbildung B.4.: Intermodulationsabsténde I, ,,, als Funktionen der Eingangsam-
plitude X an einem Beispiel

In vielen Anwendungen sind die Intermodulationsprodukte dritter Ordnung be-
sonders kritisch. Beispielsweise erzeugen Storsignale der sich bei kleinem Aw nur
geringfiigig von der Kreisfrequenz wy eines Nutzsignals unterscheidenden Kreis-
frequenzen w; = wp+ Aw und wy = wp+2Aw ein Intermodulationsprodukt dritter
Ordnung der gleichen Kreisfrequenz 2w; — wy = wy wie das Nutzsignal. Der hier
relevante Intermodulationsabstand dritter Ordnung ist

1
I3y =135 = 3 Hj.
~~

o~

Z_9,54dB

Am Interceptpunkt wird der unter Verwenden der Kleinsignalndherung berech-
nete Intermodulationsabstand 1, ,, eins, das heift 0dB. Der eingangsseitige In-
terceptpunkt ergibt sich zu

1

o

1
XIP,n,m =2n|—
Cn

(B.24)
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Speziell fiir den in der Praxis haufig zum quantitativen Beurteilen der Nichtlinea-
ritdt verwendeten eingangsseitigen Interceptpunkt dritter Ordnung gilt

401

XIP,?),I = . <B25)

303

Aus dem Intermodulationsabstand I, ,,, bei einer Eingangsamplitude X kann man
den eingangsseitigen Interceptpunkt geméaf

XIP,n,m = " [n,mX <B26)

berechnen.
Es besteht der Zusammenhang

n
Xpun = "7y <m>XIP,n,m (B.27)

zwischen den eingangsseitigen Interceptpunkten der Harmonischen Xipy,, geméas
(B.15) und den eingangsseitigen Interceptpunkten Xip,, ., siche Abbildung B.4.
Der ausgangsseitige Interceptpunkt ergibt sich zu

1
Speziell fiir den in der Praxis haufig zum quantitativen Beurteilen der Nichtlinea-
ritdt verwendeten ausgangsseitigen Interceptpunkt dritter Ordnung gilt

&

(B.28)

}/IPm,m = |Cl| XIPJL,m = " In,m}/l =2 |Cl| n-1

3
4cy

. B.29
3es (B.29)

Yips1 =

Fiir statische nichtlineare Systeme dritter Ordnung gemé8 (B.8) folgt aus (B.10)
der Zusammenhang

Xip = +/0,1087 Xip 51 (B.30)
buneund
=-9,64dB

zwischen dem Eingangskompressionspunkt Xgp und dem eingangsseitigen Inter-
ceptpunkt dritter Ordnung Xip 3 1.
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B.4. Dynamikbereich

Ziel ist es, ein Eingangssignal in einem System moglichst storungsfrei, das heifit
linear zu verarbeiten. Neben den durch das nichtlineare Verhalten des Systems
erzeugten Storungen in Form von Intermodulationsprodukten gibt es in der Pra-
xis auch noch Stérungen in Form von mittelwertfreiem additivem Rauschen. Die
storende Wirkung der Intermodulationsprodukte wird durch die Intermodulati-
onsabsténde I,,, ,, quantifiziert. Die Amplitude Yy des dem Ausgangssignal iiberla-
gerten Rauschsignals ist eine Zufallsvariable | |. Da die storende Wirkung auf
der zum Quadrat der Amplitude Yg proportionalen Leistung des Rauschsignals
beruht, ist es sinnvoll die Wurzel des zweiten Moments der Rauschamplitude Yg
als mittlere Rauschamplitude in der quantitativen Bewertung zu verwenden. Man
definiert den Rauschabstand

Y,
R=—— (B.31)

VEYE)
Der Rauschabstand nimmt mit wachsender Eingangsamplitude X zu, siche Ab-

bildung B.5.

20log(I,,,m) /dB

R
—o—Iyog =10 =Hy
—o— 12)1
—a—I30=133=H3
—&— 131 =132

—s

/

/20 10g(Smax)
|/

20 log(Xmin)

20log(X)

20log(D) 20108 (X max)

Abbildung B.5.: Rauschabstand R und Intermodulationsabstande I, ,, als Funk-
tionen der Eingangsamplitude X an einem Beispiel
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Die stérende Wirkung resultiert im Wesentlichen aus dem starksten Storsignal.
Es ist daher sinnvoll, den Storabstand als das Minimum von Rauschabstand R
und allen Intermodulationsabsténden I,, ,,, zu definieren:

S = min{R, [270, [271, [2727 [370, [3717 [373, c. } . <B32)

Da der Rauschabstand R und die Intermodulationsabstande I,,,, von der Ein-
gangsamplitude X abhangen, héngt der Stérabstand S auch von der Eingang-
samplitude X ab. Bei einer bestimmten Eingangsamplitude X, wird der ma-
ximale Storabstand Sp.x erzielt. Fiir Eingangsamplituden X, die grofler als die
maximale Eingangsamplitude X .. sind, gibt es Intermodulationsprodukte die
starker als das Rauschen sind. Die maximale Eingangsamplitude X,,., ist daher
die groffitmogliche Eingangsamplitude X, bei der das System noch in guter Néhe-
rung linear ist. Bei der Eingangsamplitude X,,;, wird der Rauschabstand R eins,
das heifit 0 dB. Fir Eingangsamplituden X, die kleiner als die minimale Eingang-
samplitude X, sind, ist das Rauschen starker als das Ausgangssignal. Fiir die
minimale Eingangsamplitude gilt

Xmax
I
Smax

siche Abbildung B.5. Man definiert den Dynamikbereich®

Xmax
Xmin

Xmin -

D =

— S (B.33)

Wenn das Rauschen im Wesentlichen im nichtlinearen System selbst erzeugt
wird und nicht bereits im Eingangssignal enthalten war, dndert sich die mittle-
re Rauschamplitude bei Vorschalten eines linearen Dampfungsglieds nicht. Man
kann nun eine Eingangsamplitude X, die in einer konkreten Anwendung grofer als
die maximale Eingangsamplitude X, des nichtlinearen Systems ist, durch das
Vorschalten eines Dampfungsglieds auf die maximale Eingangsamplitude Xi,.«
reduzieren und so einen maximalen Storabstand S,.. erzielen.

B.5. Kaskade statischer nichtlinearer Systeme

Einsetzen der Kennlinie des ersten Systems

YO = O (200 = 3 (O ) (B.34)
=0

8Genauer handelt es sich bei dieser Definition um den sogenannten Spurious Free Dynamic
Range (SFDR).
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in die Kennlinie des zweiten Systems

YD) = 12 (2D (0)) = 3 @ (22(1)" (5.35)

m=0

ergibt die Kennlinie der Kaskade

o) = 1) = 1O (V) = 3 e (0, (B.36)
siehe Abbildung B.6.
z(t) = zW(¢ W (¢t) = 2@ @) =y(t
® <>>; 20 =) ; o 10 = vt
z(t) | ' y(t)

Abbildung B.6.: Kaskade statischer nichtlinearer Systeme

Falls die Systeme wie in der Hochfrequenztechnik tiblich wechselspannungsge-

koppelt sind, sind die Koeffizienten der konstanten Terme
082) = c(()l) =0.

Dann ergeben sich die Koeffizienten der Kaskade wie folgt:

Co =0
s

2
o2 =ePfD + Pe?

3
C3 :c?)cg) + cgf)cgl) + 2c§2)c§1)c§1),
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Im Folgenden soll als wichtiges Mafl zum quantitativen Beurteilen der Nichtli-
nearitat der Interceptpunkt dritter Ordnung der Kaskade bestimmt werden. Der
eingangsseitige Interceptpunkt dritter Ordnung der Kaskade ist

4cq 4052)051)
e @) (1), 2.0 5.2 1 M)
3 3(01 ey’ +es’ey’ +2c5cy ¢ )
siehe (B.25). Es folgt
2
r 30&1) n 305(52)09) 4 23052)09)
X o (1) (2) (2)
IP,3,1 4dey 4ey 4ey
2
N 30:(),1) 30&2)051)
4051) 4052)
1 cgl)Q
- 1) 2 2) 27
Xiply  Xip

Diese Approximation entspricht der Vorstellung, dass keine weiteren Intermodula-
tionsprodukte durch Wechselwirkungen zwischen den vom ersten System erzeug-
ten Intermodulationsprodukten im zweiten System entstehen. Aufgelost nach dem
eingangsseitigen Interceptpunkt dritter Ordnung der Kaskade erhalt man

(B.37)

XIP,3,1 ~

Fiir den ausgangsseitigen Interceptpunkt dritter Ordnung der Kaskade folgt mit
(B.29)

YIP,3,1 = |C1\ XIP,3,1 = }052)} }Cgl)} XIP,3,1

N 1 ol
- 052)2051)2 XI(FI’??;,IQ XI(IE??,J2
1 AV 2202 - (B.38)
- 052)2051)2 Ylg,)ggz KQ:&JQ
B 1 '
- 052)25/1(}},)3,12 YI§>2,)3,12
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In einer Hochfrequenzverstarkerkaskade dominiert im allgemeinen der Intercept-
punkt des letzten Hochfrequenzverstarkers der Kaskade. Die Anforderungen an
die Grofisignalfestigkeit steigen zum Ende der Hochfrequenzverstarkerkaskade hin
an. Im Gegensatz dazu steigen die Anforderungen beziiglich der Rauscharmut
zum Anfang der Hochfrequenzverstérkerkaskade hin an, siehe (13.31). Weiterhin
erkennt man, dass man den eingangsseitigen Interceptpunkt durch Vorschalten ei-
nes linearen Dampfungsgliedes erhohen kann. Der ausgangsseitige Interceptpunkt
bleibt dabei jedoch unveréndert.

B.6. Mischer

B.6.1. ldealer Mischer

Aufgabe eines Mischers ist es, ein Eingangssignal in einen anderen Frequenzbe-
reich umzusetzen. Mischer werden beispielsweise in Sendern und in Empfangern
eingesetzt. Ein idealer Mischer entspricht einem Multiplizierer, siehe Abbildung
B.7. Das Ausgangssignal

y(t) = zg(t) zo(t) (B.39)

ist das Produkt aus Eingangssignal zg(t) und Oszillatorsignal zo(t).

rp(t) y(t)

zo(t)
Abbildung B.7.: Idealer Mischer

Die Wirkungsweise eines idealen Mischers soll anhand eines sinusférmigen Ein-
gangssignals’

X /. .
I’E(t) =X cos(wEt) = 5 (ewat + e_‘]wEt)

und eines sinusférmigen Oszillatorsignals’

(0t 4 o)

DO | —

xo(t) = cos(wot) =

9Es wird die Eulersche Formel e’® = cos(a) + jsin(a) verwendet.

343



Anhang B. Nichtlineare Systeme

untersucht werden. Das Ausgangssignal ergibt sich in diesem Fall zu'’

y(t) X (erEt +e‘j“Et) % (ejwot +e—jwot)

T2
_X (efemtuo)t | gilon—wolt | omilemtuot 4 gmilen—wo))
4
1 1
= 3 X cos((wg + wo) t) + 5 X cos((wg — wo) t)
~~ ~~
Z-6,02dB =_6,02dB

Es entstehen Signalanteile bei der Summe wg + wo und bei der Differenz wg —
wo der Kreisfrequenzen. Ublicherweise wird nur einer der beiden entstehenden
Signalanteile weiter genutzt und der andere durch Filter unterdriickt.

B.6.2. Additiver Mischer

Analoge Multiplizierer fiir hochfrequente Signale lassen sich nur schwer realisieren.
Man behilft sich mit Mischern, die neben weiteren durch Filter zu unterdriicken-
den storenden Signalanteilen auch den gewtiinschten Signalanteil erzeugen. Der
in Abbildung B.8 gezeigte additive Mischer ist ein solcher Mischer. Er besteht
aus der Kaskade eines Addierers und eines statischen nichtlinearen Systems mit
quadratischer Kennlinie. Als nichtlineare Bauelemente zum naherungsweisen Rea-
lisieren eines statischen nichtlinearen Systems mit quadratischer Kennlinie kann
man beispielsweise Dioden verwenden.

ze(t) () > ()

zo(t)
Abbildung B.8.: Additiver Mischer

Das Ausgangssignal ergibt sich zu

2

y(t) = (ze(t) + 20(t)” = 25 (t) + 2o5(t) o (t) + 25 (1)

und enthélt offensichtlich auch den gewtinschten Signalanteil zg(t) xo(t). Falls das
statische nichtlineare System keine perfekt quadratische Kennlinie hat, entstehen
weitere Signalanteile.

0Es wird die Eulersche Formel e/ = cos(a) + jsin(a) verwendet.
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B.6.3. Multiplikativer Mischer

Die Idee des multiplikativen Mischers besteht darin, dass eine Multiplikation mit
einer Rechteckschwingung einem periodischen Umpolen des Signals entspricht und
dies lésst sich relativ einfach mit Schaltern realisieren, sieche Abbildung B.9a. Auf-
grund der charakteristischen Schaltungstopologie wird der multiplikative Mischer
auch als Ringmischer bezeichnet. In der Hochfrequenztechnik kénnen Schalter mit
Dioden oder Transistoren realisiert werden, siche Abbildung B.9b und | |-

O O
Fo g j! ()
]

o (t) O

To (t)

(a) Ringmischer (b) Diodenringmischer

Abbildung B.9.: Multiplikativer Mischer

Die Rechteckschwingung kann man als Fourier-Reihe darstellen:

4 1 1
zo(t) = - (cos(wot) —3 cos(3wot) + = cos(bwot) — .. ) .

2 2
= — Xcos((wg+wo)t)+ —  Xcos((wg—wo)t)
N NG
=-3,92dB =-3,92dB
2

2
— —X cos((wg + 3wo) t) — — X cos((wg — 3wo) t)
3 3

2 2
+ 5—7TX cos((wg + bwo) t) + 5—7TX cos((wg — bwo)t) — .. ..
Das Eingangssignal zg(t) wird nicht nur mit einem sinusférmigen Oszillatorsignal

der gewtinschten Kreisfrequenz wg multipliziert, sondern es entstehen auch noch
Mischprodukte mit allen ungeraden Harmonischen des Oszillatorsignals.
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B.6.4. Quadraturmodulator

Ein Quadraturmodulator dient dem Erzeugen eines Bandpasssignals a(t) aus dem
dquivalenten komplexwertigen Tiefpasssignal w(t). Fir die Tiefpass-Bandpass-
Transformation gilt!!

a(t) = Re(u(t) ") = Re(u(t)) cos(wot) — Tm(u(t)) sin(wot) . (B.40)

Den Realteil Re(u(t)) des dquivalenten komplexwertigen Tiefpasssignals bezeich-
net man auch als Inphasekomponente und den Imaginarteil Im(u(t)) als Quadra-
turkomponente. Die Bezugskreisfrequenz wg der Tiefpass-Bandpass-Transforma-
tion entspricht in der Regel der Mittenkreisfrequenz des Bandpasssignals.

Die Realisierung eines Quadraturmodulators erfordert zwei Mischer, sieche Ab-
bildung B.10. Die beiden um 7/2 gegeneinander phasenverschobenen Oszillator-
signale kann man aus einem einzigen Oszillatorsignal unter Verwenden eines Pha-
senschiebers erzeugen. Der Phasenschieber besteht im einfachsten Fall aus einem
Leitungsstiick passender Lange.

Abbildung B.10.: Quadraturmodulator

Moderne nach dem sogenannten direktumsetzenden Prinzip arbeitende Sender
bestehen im Wesentlichen aus einem Quadraturmodulator. Das aquivalente kom-
plexwertige Tiefpasssignal u(t) wird auf einem digitalen Signalprozessor berechnet
und mit einem Digital-Analog-Wandler erzeugt | ; ].

B.6.5. Quadraturdemodulator

